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Résumé :
Pour les installations nucléaires existantes ou en phase de conception, il est nécessaire de pouvoir établir
un diagnostic sismique réaliste, afin de prédire le comportement d’une structure en béton armé pendant
un séisme extrême et ses conditions d’endommagement après le séisme. D’un point de vue structurel et
parasismique, la particularité des bâtiments des centrales nucléaires est que leur système de contreven-
tement est essentiellement constitué de voiles connectés entre eux et avec les planchers par des chaînages
fortement armés : il n’y a pratiquement pas de portiques (systèmes poteau-poutre). Cet article concerne
donc essentiellement des voiles et des planchers en béton armé (des éléments structurels bidimension-
nels avec comportement de membrane ou de coque). De plus, la prise en compte de la fissuration dans
les codes Éléments Finis pour les éléments en béton armé des bâtiments industriels de grande taille est
un sujet loin d’être maîtrisé. Le temps de calcul dans un code Éléments Finis est un facteur clef lors de la
formulation d’une loi constitutive pour le béton armé prenant en compte la fissuration. Ainsi, cet article
concerne une approche dite globale, où le béton et les armatures sont pris comme un seul matériau ”bé-
ton armé”. Le modèle non-linéaire pour les coques en béton armé GLRC_HEGIS est développé dans
le cadre rigoureux de la thermodynamique des processus irréversibles et implémenté numériquement
sur le logiciel Code_Aster. Il prend en compte quatre phénomènes dissipatifs, en utilisant une analyse
multi-échelle analytique : l’endommagement du béton en compression, la fissuration du béton armé en
traction, le glissement entre les aciers et le béton et la plastification des aciers. La modélisation du
comportement hors plan avec GLRC_HEGIS a été abordée avec une approche qui prend en compte (de
manière simplifiée) le comportement en flexion composée (efforts de membrane plus moments hors plan)
mais qui ne permet pas de tenir compte de l’effet de l’effort tranchant hors plan sur la fissuration des
dalles en béton armé, ni de la contribution à la résistance du ferraillage transversale (épingles). Les
travaux en cours concernent la possibilité de prendre en compte le cisaillement hors plan et de remédier
aux restrictions de l’approche précédente. Les développements théoriques et les validations numériques
du passage d’un élément coque de Love-Kirchhoff (DKTG sans cisaillement transverse) à un élément
coque de Reissner-Mindlin (Q4GG avec cisaillement transverse) sont présentés dans cet article. Les pos-
sibilités que cette amélioration apporte sont illustrées sur des applications du génie civil et les résultats
sont comparés à ceux donnés par l’approche précédente.
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Abstract :

For existing or in the design phase nuclear installations in France and abroad, it becomes necessary
to be able to establish a realistic seismic diagnosis, in order to predict the behavior of a reinforced
concrete structure during an extreme earthquake and its damage conditions after the earthquake. From
a structural and earthquake-resistant point of view, the peculiarity of nuclear power plant buildings is
that their bracing system essentially consists of shells connected to each other and to the floors by hea-
vily armed chaining : there are practically no gantries (column-beam systems). Therefore, this paper
mainly concern reinforced concrete walls and floors (two-dimensional structural elements with mem-
brane or shell behavior). Moreover, the cracking phenomenon in Finite Element (FE) software for large
reinforced concrete buildings is far from being under control. The calculation time in a FE software is
a crucial point when a reinforced concrete constitutive law taking into account cracking is being for-
mulated. Therefore, this paper focuses on a global approach where concrete and steel reinforcement
are taken as an unique material "reinforced concrete". The non-linear model for reinforced concrete
shells GLRC_HEGIS is developed under the rigorous framework of the Thermodynamics of Irreversible
Processes and numerically implemented on code_Aster software. The model takes into account four
dissipating phenomena, using an analytic homogenization : concrete damage in compression, reinfor-
ced concrete cracking in tension, steel-concrete relative slip and steel bars yielding. The modeling of
out-of-plane behavior with GLRC_HEGIS has been performed through an approach which estimates
in a simplified way the behavior in combined bending (membrane forces plus out-of-plane moments)
and which does not allow to take into account the effect of out-of-plane shear force on the cracking
of reinforced concrete slabs, nor the contribution to the strength of the transverse reinforcement. The
work in progress studies the possibility to take into account the out-of-plane shear, to go further in the
modeling and to overcome the restrictions of the previous approach. Theoretical development and nu-
meric validations of the skipping from a Love-Kirchhoff shell element (DKTG without transverse shear)
to a Reissner-Mindlin (Q4GG with transverse shear) are presented in this paper. The possibilities that
this improvement brings are illustrated on civil engineering applications and compared to the obtained
results with the previous approach.

Mots clefs : Béton armé, Fissuration, Endommagement, Flexion et cisaille-
ment transverse, Coque, Installations nucléaires, Lois de comportement, Elé-
ments finis, Eurocode 2, Eurocode 8
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1 Introduction
Pour de nombreuses applications, les analyses des structures en Béton Armé (BA) menées par des bu-
reaux d’étude sont faites en utilisant des modèles Éléments Finis (EF) en supposant que le comportement
de la structure reste linéaire élastique. Cependant, dans certains cas (e.g. pour les bâtiments nucléaires),
des vérifications structurelles doivent être effectuées pour des sollicitations extrêmes ; dans ce cas, un
comportement non-linéaire est nécessaire pour des calculs cycliques concernant le BA.

Le comportement non-linéaire à l’échelle globale d’un élément en BA peut être défini par l’apparition
et l’évolution de différents phénomènes non-linéaires dissipant de l’énergie. Dans cet article, les murs
et les dalles des structures analysées sont modélisés avec la loi de comportement GLRC_HEGIS [2]. Ce
modèle prend en compte quatre mécanismes non-linéaires : la fissuration du BA en traction, l’endom-
magement (ou réduction de rigidité) du béton en compression, le glissement entre les aciers et le béton
et la plastification des aciers. Il permet une modélisation globale performante se basant sur un EF coque
mono-couche en utilisant une approche analytique permettant une étude multi-échelle et une formula-
tion du modèle à l’échelle globale (macro-échelle). L’élaboration d’un modèle thermodynamiquement
admissible implique que le premier et le second principes de la thermodynamique doivent être respec-
tés. La formulation de l’énergie libre de Helmholtz ainsi que les forces thermodynamiques associées à
l’évolution des variables internes constituant le modèle permettent d’établir les potentiels de dissipation
(pseudo-potentiels) qui régissent la loi de comportement. Les principes généraux pour obtenir les dé-
formations et les contraintes généralisées ainsi que l’évolution des phénomènes non-linéaires de la loi
de comportement sont présentés dans la section 2.

Le comportement des coques, étudié dans la section 3, est un comportement 3D en "contraintes planes" :
la contrainte transversale est nulle car considérée comme négligeable par rapport aux autres composantes
du tenseur des contraintes. Les déformations membranaires, les déformations de flexion (ou variations
de courbure) et les déformations associées aux cisaillements transverses de la surface moyenne sont
disponibles pour les éléments coques de Reissner-Mindlin (Q4GG avec cisaillement transverse) mais
seul les deux premières (déformations membranaires et déformations de flexion) sont prises en compte
par un élément coque de type Love-Kirchhoff (DKTG sans cisaillement transverse). Une cinématique
plus élaborée (e.g. avec cisaillement transverse) permet de décrire plus précisément la physique et les
phénomènes mécaniques régissant le comportement des murs ou des dalles en BA ayant une épaisseur
conséquentes (et étudiés dans le génie civil nucléaire). Les développements intégrant le cisaillement
transverse à la loi de comportement GLRC_HEGIS et menant au calcul de la matrice de rigidité tangente
sont présentés dans la section 4.

Des applications numériques sont faites dans la section 5. Des calculs de validation "tests" pour vérifier
la bonne implémentation de la loi de comportement permettent de vérifier la cohérence des résultats en
les comparant à d’autres. Ce sont des calculs sur quelques éléments finis de poutres ou de membranes
simples sur des cas de charges statiques ou dynamiques et des analyses modales avec des comparaisons
avec d’autres lois de comportement ou avec des résultats expérimentaux. Pour chaque mécanismes de la
loi de comportement, il est nécessaire de valider ces tests pour vérifier si la modélisation numérique est
cohérente avec la réalité des phénomènes observés. Ici, ne sont présentés que deux de ces cas tests : un
premier en flexion pure et un second en cisaillement transverse. Les résultats sont présentés en compa-
rant les différences obtenues à l’échelle globale (force, déplacement) et à l’échelle locale (ouverture de
fissure, plastification des aciers) en étudiant l’utilité de la prise en compte du cisaillement transverse.
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2 Loi de comportement GLRC_HEGIS pour les coques en BA
Lemodèle est implémenté dans le logiciel EF Code_Aster [4] et permet une modélisation globale perfor-
mante, étant implémenté dans un EF coque mono-couche et correspondant à un "matériau béton armé"
équivalent. Pour obtenir un modèle en contraintes résultantes prenant en compte plusieurs phénomènes
cycliques non-linéaires locaux qui sont à l’origine du comportement global des éléments en BA, des
développements analytiques multi-échelle ont été menés dans [1]. Ainsi, il n’y a pas besoin de dépenser
de temps de calcul numérique multi-échelle à chaque point de Gauss et à chaque pas de chargement.
Le modèle résultant est formulé dans le cadre de la Thermodynamique des Processus Irréversibles ; la
formulation détaillée peut être trouvée dans [3].

Le modèle GLRC_HEGIS considère quatre différents phénomènes non-linéaires locaux :

— La fissuration du béton est le développement de discontinuités en déplacement (macro-fissures)
dans le béton causé par des contraintes de traction. À chaque point de Gauss, un motif constant de
fissuration stabilisée moyenne caractérisé par un espacement entre deux fissures sr (obtenu avec la
formule de Vecchio et Collins [5]) et une orientation θr (perpendiculaire à la contrainte principale
en traction) apparaît lorsque les contraintes de traction atteignent la limite en traction du béton fct.
Après l’apparition des fissures, ces deux paramètres restent connus et constants (motif de fissu-
ration fixe), et seulement les ouvertures de fissure normale wn et tangentielle wt peuvent évoluer
avec les contraintes correspondant respectivement à l’effet de pont et à l’imbrication des granulats.
Quatre familles de fissures sont considérées : pour chaque couche (supérieure et inférieure) de la
coque en BA, le motif de fissuration typique des voiles en BA soumis à des chargements cycliques
dans le plan peut être reproduit par deux familles de fissures caractérisées par deux orientations
de fissure différentes.

— L’endommagement du béton est supposé être associé au développement de micro-fissures homo-
gènes et diffuses dont résulte la réduction de rigidité du béton. Cette dégradation de la rigidité
du béton n’a lieu qu’à des contraintes élevées et est associée au comportement en compression
du béton. GLRC_HEGIS considère que l’endommagement du béton est isotrope et il est intro-
duit comme une variable interne d’endommagement d scalaire (deux valeurs définies pour les
couches supérieure et inférieure de la coque en BA), positive, non-décroissante dans le temps et
qui n’évolue qu’à des valeurs de contrainte importantes.

— Le glissement relatif entre le béton et les barres d’acier est à l’origine des contraintes d’adhé-
rence pour chaque couche (supérieure et inférieure) d’armatures en acier en x et en y. Comme les
contraintes sont transmises des aciers au béton entre deux fissures consécutives, ce phénomène
est à l’origine de l’effet de raidissement en traction. Le modèle GLRC_HEGIS utilise une variable
inélastique de glissement béton-acier vp pour limiter l’effet du raidissement en traction moyen à
des valeurs données dans les codes de construction [6].

— La plastification des aciers est supposée être concentrée à l’intersection avec les fissures à l’aide
du phénomène de transfert de contraintes par adhésion entre le béton et les aciers. Le modèle
GLRC_HEGIS considère que les armatures en acier ne reprennent que les efforts longitudinaux et
que la loi constitutive du phénomène est une loi élasto-plastique caractérisée par un seuil constant
égal à la limite d’élasticité de l’acier fsy et dont la variable inélastique εps donne les déformations
plastiques des aciers.
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3 Comportement des coques avec et sans cisaillement transverse
Le choix d’un élément coque pour implémenter une loi de comportement non-linéaire prenant en compte
des phénomènes mécaniques au niveau membranaire, de flexion et de cisaillement transverse pour des
coques en BA nécessite une étude approfondie de la cinématique des éléments coques [7].

3.1 Cinématique des éléments coques
Afin de correctement calculer les déformations d’une dalle en BA (voir Figure 1-a), il est nécessaire de
paramétrer la coque avec un repère local (voir Figure 1-b). Les calculs au niveau des points de Gauss
d’un élément coque se basent sur la discrétisation de la coque avec des équations par rapport à la surface
moyenne, comme schématisé sur la Figure 1-c.

  

(a)

  

(b)

  

(c)

  

(d)

Figure 1 – (a) Schéma d’une dalle en BA, (b) paramétrisation de l’EF coque, (c) surface moyenne et
(d) cinématique de l’EF coque.

On rappelle que la contrainte transversale σzz est nulle car considérée comme négligeable par rapport
aux autres composantes du tenseur des contraintes (hypothèse des contraintes planes). Les variables
principales sont les déplacements u, v, w et les rotations θx, θy et θz , comme indiqué sur la Figure
1-d. Il est alors possible d’exprimer les déformations membranaires de la surface moyenne (ou ex-
tensions membranaires) e = [exx, eyy, exy]

T , les variations de courbure (ou déformations de flexion)
κ = [κxx, κyy, κxy]

T et les déformations associées aux cisaillements transverses (ou distorsions trans-
verses) γ = [γx, γy]

T données par :

exx = ∂u
∂x ; eyy =

∂v
∂y ; exy =

1
2(
∂u
∂y + ∂v

∂x) ;

κxx = ∂βx
∂x ; κyy =

∂βy
∂y ; κxy =

1
2(
∂βx
∂y +

∂βy
∂x ) ;

βx = θy ; βy = −θx ;

γx = βx +
∂w
∂x ; γy = βy +

∂w
∂y ,

(1)

ce qui conduit à une écriture des déformations au niveau de la hauteur z de la coque :
εxx

εyy

γxy

γx

γy

 =


exx

eyy

2exy

0

0

+ z


κxx

κyy

2κxy

0

0

+


0

0

0

γx

γy

 . (2)

Remarque : la théorie de Reissner-Mindlin repose sur la cinématique présentée précédemment. Lorsque
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l’on ne prend pas en compte les distorsions transverses γx et γy, le modèle obtenu est celui de Love-
Kirchhoff (éléments finis DKTG). Les deux rotations de la surface moyenne sont alors liées aux dépla-
cements de la surface moyenne par la relation suivante :

βx = −∂w
∂x

; βy = −∂w
∂y

. (3)

3.2 Comportement global avec une coque Q4GG
Lors de l’utilisation d’un modèle global, la matrice de rigidité établit la relation entre le tenseur des dé-
formations généralisées [e,κ,γ]T et le tenseur des contraintes généralisées [N,M,T]T . Les contraintes
généralisées sont l’effort membranaireN, le moment fléchissantM, et le cisaillement transverse T :

N =

Nxx

Nyy

Nxy

 = 1
2

∫ h/2

−h/2

σxxσyy

σxy

 dz ; M =

Mxx

Myy

Mxy

 = 1
2

∫ h/2

−h/2
z

σxxσyy

σxy

 dz ;

T =

(
Tx

Ty

)
=

∫ h/2

−h/2

(
σxz

σyz

)
dz .

(4)

Le fait de devoir résoudre au niveau des EF des problèmes en déplacements plutôt que des problèmes
en contraintes par interpolation des déplacements nous amène à utiliser l’approche équivalente en dé-
placements du problème de Reissner formulé en contraintes. Lors de l’utilisation d’un modèle global,
la relation entre les contraintes et les déformations est définie en terme des variables généralisées :N

M

T

 =

Amm Amf Amc

Amf Aff Afc

Amc Afc Acc

 ·

e

κ

γ

 , (5)

où Amm, Aff et Acc sont les tenseurs élastiques d’ordre 2 pour les déformations membranaires, de
flexion et de cisaillement transverse et Amf pour le couplage membrane-flexion, Amc pour le couplage
membrane-cisaillement transverse et Afc pour le couplage flexion-cisaillement transverse.

La détermination des matrices généraliséesAmm,Aff ,Acc,Amf Amc etAfc se fait en intégrant suivant
l’épaisseur z, comme indiqué par l’Eq.4. Le choix est fait ici de calculer analytiquement la contribution
des aciers d’une part et du béton d’autre part. Par exemple, la contribution locale du béton élastique
linéaire isotrope est modélisée de la manière suivante :

σxx

σyy

σxy

τxz

τyz

 =


Km Kmc

(Kmc)T Kc

 ·


exx + zκxx

eyy + zκyy

2(exy + zκxy)

γx

γy

 , (6)
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avec, pour le béton élastique linéaire isotrope :

Km = Ec
1−ν2c

1 ν 0

ν 1 0

0 0 1−ν
2

 ; Kc = Ec
1−ν2c

(
k(1−ν)

2 0

0 k(1−ν)
2

)
; Kmc =

0 0

0 0

0 0

 . (7)

La matriceKm (3×3) correspond au bloc diagonal supérieur gauche de la matrice de l’Eq.6,Kc (2×2)
correspond au bloc diagonal inférieur droit etKmc (3×2) correspond au bloc hors diagonale. Le facteur
de correction de cisaillement transverse, noté k permet de mieux tenir compte de la répartition réelle des
contraintes dans l’épaisseur [7]. On peut, en première approximation utiliser pour les coques homogènes
k = 5/6. Finalement, on a les relations :

Amm =

∫ h/2

−h/2
Kmdz ; Aff =

∫ h/2

−h/2
Kmz2dz ; Acc =

∫ h/2

−h/2
Kcdz

Amf =

∫ h/2

−h/2
Kmzdz ; Amc =

∫ h/2

−h/2
Kmcdz ; Afc =

∫ h/2

−h/2
Kmczdz

(8)

3.3 Étude des éléments de coque disponibles dans Code_Aster
Le comportement des plaques et des coques suppose tout d’abord un comportement 3D en contraintes
planes. D’autre part, les éléments de coque sont des éléments courbes alors que les éléments de plaque
sont plans. La variation de métrique de la géométrie (c’est-à-dire son rayon de courbure) en fonction de
son épaisseur est prise en compte pour les éléments de coques mais pas pour les éléments de plaques.
Cette variation de métrique implique un couplage entre les effets de membrane et de flexion pour des
structures non planes qui ne peut pas être observé avec des éléments de plaque plan pour un matériau
homogène.

Plusieurs éléments coques sont disponibles dans Code_Aster [4]. Les éléments coques volumiques SHB
s’appuient sur des mailles 3D. Ils ont des mailles support et des formulations dépendant du nombre de
nœuds : l’élément SHB8 a pour maille support l’hexaèdre à huit nœuds.

Les éléments de coques quelconques COQUE_3D ont des mailles support quadrangulaires à 9 nœuds.
Ces éléments ont donc à peu près deux fois plus de degrés de liberté que les éléments de plaque de la fa-
mille DKT correspondants. Leur coût en temps, à nombre égal, dans un calcul sera donc plus important.
Les éléments de COQUE_3D prennent en compte automatiquement la correction de métrique entre la
surface moyenne et les surfaces supérieure et inférieure.

Deux familles d’éléments finis de coque à quatre nœuds existent : les éléments DKT (basés sur la théorie
de Love-Kirchhoff) pour lesquels le cisaillement transverse est nul et les éléments finis avec cisaille-
ment transverse Q4G (basés sur la théorie de Reissner-Mindlin) pour lesquels les déformations et les
contraintes dans le plan de l’élément varient linéairement avec l’épaisseur de la coque. De plus, la dis-
torsion associée au cisaillement transverse est constante et non nulle dans l’épaisseur de l’élément. Les
comportements non linéaires en contraintes planes ne sont disponibles que pour les éléments DKTG et
Q4GG uniquement, ce sont donc ces éléments qui sont choisis pour définir la cinématique des éléments
coques sur laquelle s’appuie le modèle GLRC_HEGIS.
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4 Modèle GLRC_HEGIS avec cisaillement transverse
La densité surfacique d’énergie libre de Helmholtz définie la partie élastique du comportement du ma-
tériau [8]. Pour le modèle GLRC_HEGIS, l’énergie libre de Helmholtz ψ◦ dépend des variables d’état
régissant l’évolution des phénomènes non-linéaires présentés dans la section 2 et est définie comme :

ψ◦ = ψ◦(e,κ,γ, wt1, w
t
2, w

b
1, w

b
1, v

pt, vpb, εpst, εpsb, dt, db)

=
1

2

eκ
γ

 :

Amm(dt, db) Amf (dt, db) Amc(dt, db)
Amf (dt, db) Aff (dt, db) Afc(dt, db)
Amc(dt, db) Afc(dt, db) Acc(dt, db)

 :

eκ
γ



+
∑
β

−
∑
χ

eκ
γ

 :

Bβmχ (dβ)

Bβfχ (dβ)

Bβcχ (dβ)

 · wβχ −

eκ
γ

 :

Cβm

Cβf

Cβc

 · εpsβ

+
∑
χ

1

2
wβχ ·Dβ

χ(d
β) · wβχ +

1

2
vpβ ·Eβ(dβ) · vpβ + 1

2
εpsβ · Fβ · εpsβ

−
∑
χ

wβχ ·Gβ
χ(d

β) · vpβ + wβ1 ·Hβ(dβ) · wβ2

 ,

(9)

où, ici, Amm, Aff , Acc, Amf , Amc et Afc dépendent des variables d’endommagement dβ pour les
couches supérieures et inférieures (β = t pour "top" et β = b pour "bottom"). Pour les parties non-
linéaires, on définit les tenseurs non-linéaires Cβm, Cβf et Cβc, correspondant à la plastification des
aciers, Bβmχ , Bβfχ et Bβcχ correspondant au couplage membrane-flexion et fissuration, et les tenseursDβ

χ,
Eβ ,Fβ ,Gβ

χ etHβ qui correspondent respectivement aux phénomènes d’ouverture de fissure des réseaux
χ = 1, 2, de glissement acier-béton, de plastification des aciers, de couplage glissement-fissuration et
de couplage entre les deux réseaux de fissures. Dans la section 5, il a été choisi de ne pas prendre en
compte les couplages avec le cisaillement transverse pour, dans un premier temps, valider la bonne
implémentation du cisaillement transverse dans la loi de comportement. L’ajout de la cinématique en
cisaillement transverse permettra de modéliser d’autres phénomènes comme la prise en compte du fer-
raillage transversal (épingles) ou de mieux représenter le comportement du béton armé dans les angles
des structures. Ainsi, pour la suite, Amc, Afc, Bβcχ et Cβc sont prises égales à des tenseurs nuls. Les
contraintes généralisées sont obtenues en dérivant ψ◦ par rapport aux déformations généralisées :

N = ∂ψ◦

∂e = Amm(d) : e+ Amf (d) : κ−
∑

β

(∑
χ B

βm
χ (d) : wβχ + Cβm(d) · εpsβ

)
M = ∂ψ◦

∂κ = Amf (d) : e+ Aff (d) : κ−
∑

β

(∑
γ B

βf
χ (d) : wβχ + Cβf (d) · εpsβ

)
T = ∂ψ◦

∂γ = Act(d) : γ

(10)

Les forces thermodynamiques sont obtenues en dérivant ψ◦ par rapport aux variables d’état :

−qβ
s
= ∂ψ◦

∂εpsβ
; −qβ

r1
= ∂ψ◦

∂wβ1
; −qβ

r2
= ∂ψ◦

∂wβ2
; −qβ

v
= ∂ψ◦

∂vpβ
; −Y β = ∂ψ◦

∂dβ (11)
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5 Applications numériques
Dans cette section, le modèle GLRC_HEGIS est appliqué sur des éléments DKTG (sans cisaillement
transverse) et Q4GG (avec cisaillement transverse) et les résultats sont comparés pour des analyses élas-
tiques linéaires et non-linéaires. Des chargements élémentaires de flexion pure alternée et de cisaillement
transverse pure sont appliqués à une dalle en BA (Figure 2-a) renforcée avec un ratio de 1.5% d’acier
comme illustré sur la Figure 2-b.
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Table 5­1. Summary of the considered numerical  applications  in Chapter 5 

Section 
Type of results  used for

the validation 
Type of structure 

Global  behaviour 

analysis  

Crack opening 

analysis  

5.1  Numerical   RC plate  Yes   Yes  

5.2  Numerical   RC wall   No  No 

5.3.1  Experimental   RC beam  Yes   Yes  

5.3.2  Experimental   RC beam  Yes   No 

5.4.1  Experimental   RC wall   Yes   Yes  

5.4.2  Experimental   RC wall   Yes   No 

5.5  Numerical   RC plates  of a RC building  Yes   No 

 

These tests are used to study the way the model parameters influence the results: to facilitate this 

analysis, the same table format is used to indicate all the retained parameters in each of the tests. 

However,  in some cases, due  to  the RC plate geometry and/or  the  type of applied  load, some 

parameters do not affect the results. For these cases, the value of the parameter is noted as    , in 

order to focus on the parameters with an impact on the results.  

5.1. Global  behaviour  comparison  with  DHRC,  GLRC_DM  and  EIB 

models by means of elementary  loading  tests 

In  this  section,  the GLRC_HEGIS model  is  compared  to  the  other  global models  for  RC  plates 

GLRC_DM and DHRC (see section 1.4.4.3) and to a semi­global modelling using 50 EIB (see section 

1.4.2.1)  concrete  layers  and  perfectly  plastic  steel  reinforcement  layers.  Elementary  alternate 

loadings of tension­compression, pure flexion and pure distortion are applied to the relatively high 

reinforced (   
      ) RC plate of Fig. 5­1. 

 

 

Fig. 5­1. Geometry of the  cons idered RC plate  for the  numerica l  comparison  

 

The dimensions of the plate are       in its plane and ℎ       width. It consists of concrete 

characterised by a Young’s modulus of           , a Poisson’s ratio of       ,  a  tensile 
strength of            and a post­cracking slope equal to     of the initial Young’s modulus. It is 

reinforced by rebars of   
       spaced by      in the top and bottom layers at both   and   

Figure 2 – (a) Schéma et (b) géometrie d’une dalle en BA utilisés pour les comparaisons numériques

Les dimensions de la dalle sont 1m×1m dans le plan x−y et h = 0.10m dans l’épaisseur. La dalle est
composée de béton caractérisé par un module d’Young de Ec = 32.2GPa, un coefficient de Poisson de
νc = 0.2, une limite en traction de fct = 3.4MPa et une pente post-fissuration valant 20% du module
d’Young initial. La dalle est renforcée par des barres d’aciers de diamètre 10mm espacées de 10cm dans
les couches supérieures et inférieures et dans les directions x et y avec un enrobage de 10mm ; l’acier
est caractérisé par un module d’Young de 200GPa et une limite élastique de 570MPa. L’espacement
entre deux fissures est estimé être de 0.160m pour les deux applications.

5.1 Cas tests de validation en flexion
La Figure 3-a présente le modèle EF de la dalle en BA ainsi que les conditions aux limites. Le chargement
consiste en l’application d’une rotation de l’arête dont l’historique est présenté dans la Figure 3-b.CHAPTER 5  Numerical applications 
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Fig. 5­8. Mesh and boundary conditions   Fig. 5­9. Appl ied rotation  

 

Two main conclusions can be obtained from the comparison of Fig. 5­10 concerning the obtained 

force­displacement results for the 4 constitutive models: 

 The elastic stiffness is slightly different because of the different formulation assumptions on 

the plate section deformation. The nonlinear behaviour onset is also different: DHRC and 

GLRC_HEGIS have a larger value for the onset of concrete cracking than EIB and GLRC_DM. 

 GLRC_HEGIS has a different unloading behaviour than the other three models: its bilinear 

unloading path is the result of the reclosing of the crack, while the other models unload with 

a constant slope to the origin because of their damage­based formulation. 

Due  to these  different  unloading paths,  the dissipated energy shown  in  Fig. 5­11  is higher  for 

GLRC_HEGIS than for the other two global models: a parallelogram has a larger hysteresis surface 

than a  triangle.  It  is  remarked  from Fig. 5­13 that, in this test, energy is only dissipated by crack 

opening­reclosing mechanism by GLRC_HEGIS model. 

 

   

Fig. 5­10. Force­displacement comparison   Fig. 5­11. Diss ipated energy comparison  

 

The crack opening evolution obtained with GLRC_HEGIS in the top and bottom layers is shown  in Fig. 

5­12. Because of the applied rotation history, it is the bottom layer which cracks firstly, reaching a 

maximum crack opening of approximately     . When the applied rotation changes its sign, this 

crack recloses until its residual crack opening while the top layer cracks. Due to the symmetry of the 

applied load and of the RC plate, the obtained maximum opening of       in this layer is similar to 
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Figure 3 – (a) Conditions aux limites de la dalle en BA et (b) chargement de flexion pure alterné

Ce chargement créé un état homogène de contrainte dans toute la dalle. Premièrement (0-2s), un cycle
de charge décharge est appliqué avec une rotation positive pour que la couche inférieure de la dalle soit
en état de traction. Puis (2-4s), un cycle de charge décharge est appliqué avec une rotation négative pour
que la couche supérieure de la dalle soit en état de traction.
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(a) (b) (c)

DKTG-Elastique
DKTG-Nonlinéaire
Q4GG-Elastique
Q4GG-Nonlinéaire

Figure 4 – Résultats obtenus : (a) moment-rotation global : MY Y − DRY , (b) moment fléchissant-
variation de courbure local :Mxx− κxx et (c) effort membranaire-extension membranaire :Nxx− εxx.

Les courbes de la Figure 4-a concernent les résultats à l’échelle globale de moment-rotation et celles de
la Figure 4-b concernent les résultats à l’échelle locale (point de Gauss) de moment fléchissant-variation
de courbure pour les quatre cas considérés. Les courbes de la Figure 4-c sont les résultats non-linéaires
à l’échelle locale de l’effort membranaire en fonction de l’extension membranaire caractéristique du
modèle GLRC_HEGIS pour la fissuration.

Sous le chargement de flexion, les deux faces de la dalle en BA se trouvent en état de traction l’une après
l’autre. La fissuration qui en résulte donne unmotif de fissures espacées de 0.16m (donc 6 fissures en tout
sur la largeur de la dalle) qui s’ouvrent jusqu’à 16µm sur la face inférieur puis se referment et s’ouvrent
jusqu’à 17µm sur la face supérieur puis se referment. Ce phénomène est responsable des changements
de pente des courbes non-linéaires des Figures 4-a et 4-b. Les autres phénomènes non-linéaires ne sont
pas mobilisés lors de ce cas test.

Les droites linéaires superposées correspondent aux résultats obtenus avec les modèles élastiques li-
néaires pour les éléments DKTG et Q4GG. Les deux courbes non-linéaires superposées correspondent
aux résultats obtenus avec les modèles non-linéaires pour les éléments DKTG et Q4GG. La comparai-
son des courbes montre que les deux éléments DKTG et Q4GG donnent les mêmes résultats que ce soit
avec un modèle élastique linéaire ou non-linéaire. En effet, le chargement en flexion pure ne fait pas
intervenir les termes de cisaillement transverse et les deux éléments donnent rigoureusement la même
solution. Ces résultats valident le cas test en flexion pure.

5.2 Cas tests de validation en cisaillement transverse
La Figure 5-a présente le modèle EF de la dalle en BA ainsi que les conditions aux limites. Le chargement
consiste en l’application d’une pression uniformément répartie sur la surface inférieure de la dalle dont
le mode d’application est présenté dans la Figure 5-b et qui créé un état homogène de contrainte dans
toute la dalle. La couche supérieure de la dalle est en état de traction et la couche inférieure, en état de
compression. Ainsi la dalle se retrouve cisaillée dans son épaisseur.

Les courbes de la Figure 6-a concernent les résultats globaux de moment-déplacement et les courbes de
la Figure 6-b concernent les résultats locaux (point de Gauss) dumoment fléchissant en fonction de la va-
riation de courbure pour les quatre modèles constitutifs. Les droites linéaires correspondent aux résultats
obtenus avec les modèles élastiques linéaires pour les éléments DKTG et Q4GG. Les deux courbes non-
linéaires correspondent aux résultats obtenus avec les modèles non-linéaires pour les éléments DKTG
et Q4GG.

La comparaison des courbes montre que cette fois-ci les deux éléments DKTG et Q4GG ne donnent pas
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Figure 5 – (a) Conditions aux limites de la dalle en BA et (b) chargement de cisaillement transverse

les mêmes résultats que ce soit avec un modèle élastique linéaire ou non-linéaire. En effet, le chargement
en cisaillement pure implique la rigidité de cisaillement transverse Acc, qui est fonction du module
de cisaillement pour l’élément Q4GG alors qu’elle est infiniment grande pour l’élément DKTG. Il est
donc normal de trouver des pentes plus faibles pour les résultats obtenus avec les éléments Q4GG en
comparaison de ceux obtenus avec les éléments DKTG.

Les courbes de la Figure 6-c concernent les résultats locaux de cisaillement transverse en fonction de la
distorsion transverse. Les résultats obtenus pour l’élément Q4GGmontrent que la rigidité en cisaillement
transverse demeure dans le domaine linéaire pour le modèle non-linéaire. En effet, le modèle ne prend
en compte que l’endommagement (associé à la variable interne scalaire d) en cisaillement transverse
comme variable non-linéaire et le seuil à atteindre en compression est en dehors des contraintes de
compression atteintes par ce cas test.

(a) (b) (c)

DKTG-Elastique
DKTG-Nonlinéaire
Q4GG-Elastique
Q4GG-Nonlinéaire

Figure 6 – Résultats obtenus : (a) moment-rotation global : MY Y − DRY , (b) moment fléchissant-
variation de courbure local :Mxx − κxx et (c) cisaillement transverse-distorsion transverse. : Tx − γx.

Sous le chargement de pression, la face opposée de la dalle en BA qui se trouve en état de traction. La
fissuration qui en résulte donne un motif de fissures espacées de 0.16m (donc 6 fissures en tout sur la
largeur de la dalle) qui s’ouvrent jusqu’à 130µm pour la modélisation avec DKTG et 110µm avec Q4GG
à la fin du chargement. Ce phénomène est responsable du premier changement de pente des courbes non-
linéaires des Figures 6-a et 6-b. Le second changement de pente observable sur ces courbes est dû au
glissement entre l’acier et le béton qui vaut 85µm pour la modélisation avec DKTG et 67µm avec Q4GG
à la fin du chargement. Les autres phénomènes non-linéaires ne sont pas mobilisés lors de ce cas test.

La souplesse apportée par la prise en compte du cisaillement transverse avec Q4GG diminue la valeur
des déformations membranaires et de flexion qui étaient surestimées avec DKTG. Ces résultats valident
le cas test en cisaillement transverse pure.
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6 Conclusions
Pour des calculs de structures en BA sous sollicitation extrême, le modèle GLRC_HEGIS permet de
prendre en compte différents phénomènes non-linéaires pour les coques. La nécessité d’obtenir des ré-
sultats précis pour les structures épaisses et lourdement armées (e.g. pour les bâtiments nucléaires)
amène a enrichir les modèles non-linéaires.

La prise en compte du cisaillement transverse avec le GLRC_HEGIS passant par l’étude de la cinéma-
tique des coques et aboutissant à un enrichissement de la densité d’énergie libre de Helmholtz a permis
de comparer les résultats obtenus avec et sans cisaillement transverse. Il est impératif de retrouver les
mêmes résultats avec les deux cinématiques lorsque le chargement ne mobilise pas le comportement en
cisaillement transverse (test de flexion pure) mais la rigidité de l’élément doit être plus souple avec une
cinématique de Reissner-Mindlin (Q4GG avec cisaillement transverse) qu’avec celle de Love-Kirchhoff
(DKTG sans cisaillement transverse) pour les calculs mobilisant le cisaillement transverse.

La prise en compte du cisaillement transverse dans le modèle non-linéaire GLRC_HEGIS a permis
d’enrichir la cinématique de la loi de comportement. La souplesse apportée par la prise en compte du
cisaillement transverse avec les éléments Q4GG diminue la valeur des déformations membranaires et de
flexion qui étaient surestimées avec les éléments DKTG. Cette cinématique enrichie ouvre de nouvelles
possibilités pour ajouter des phénomènes mécaniques (linéaires ou non-linéaires) particuliers des coques
en BA comme la prise en compte des armatures transversales (épingles) ou du couplage entre fissuration
et cisaillement transverse.
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