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Résumé :
On s’intéresse dans cet article à la modélisation de l’interaction entre un fluide et un solide de type
incompressible (néohookéen) par la méthode de lattice Boltzmann (LBM). Afin de garder une formula-
tion monolithique et d’utiliser la LBM comme solveur principal, une approche eulérienne du solide est
utilisée. Le problème initial est ainsi transformé en un problème diphasique et un seul solveur LBM est
utilisé pour les deux phases. L’approche proposée est validée sur trois cas de la littérature.

Abstract :

This paper deals with the numerical modelling of the interaction between a fluid and an incompressible
solid (Neo Hookean) with the lattice Boltzmann method. In order to use a monolithic formulation and
to solve the whole problem with the lattice Boltzmann method, an eulerian approach is employed for
the solid medium. The initial problem is thus transformed into a diphasic problem and a unique LBM
solver is used for both phases (fluid and solid). This approach is validated with three cases found in the
literature.

Mots clefs : Méthode de Lattice Boltzman, Interaction Fluide Structure, Mé-
thode multiphasique, Structure déformable

1 Introduction
L’interaction fluide structure (IFS) consiste en l’étude des phénomènes physiques faisant interagir un
fluide avec un solide. Un exemple classique est l’étude de solides se déplaçant et/ou se déformant sous
l’effet d’un écoulement, cet écoulement étant alors affecté par ce changement de conditions aux limites.
De très nombreux exemples peuvent être trouvés en biomécanique (écoulement du sang dans les ar-
tères, dans le coeur ...), aérodynamique (écoulement de l’air autour des pales d’éoliennes, autour des
avions, ...), hydrodynamique (écoulement autour des navires, des sous-marins, . . . ). Ces phénomènes
sont complexes et ont lieu à des échelles de temps et d’espace variés. La modélisation numérique de tels
phénomènes requiert des maillages denses et des pas de temps faibles, et elle s’avère coûteuse lorsque
des techniques classiques de résolution des équations de Navier-Stokes (éléments finis, volumes finis,
. . . ) sont employées.
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Un des intérêts de la méthode de lattice Boltzmann (LBM) est qu’elle est facilement parallélisable sur
cartes graphiques ([16], [25]), et que des temps de calcul très faibles et à moindre coût sont ainsi obtenus.
Elle semble donc une candidate idéale à la recherche d’un solveur rapide en interaction fluide-structure.
Depuis les années 1990, la méthode de Lattice Boltzmann est couramment utilisée comme solveur en
mécanique des fluides . Avec cette méthode, on résout l’équation de Boltzmann discrète, à une échelle
mésoscopique (intermédiaire entre l’échelle microscopique et l’échelle macroscopique) ([32], [7], [1],
[27]). C’est cette méthode que nous avons choisie pour cette étude.

Afin de modéliser des phénomènes d’interaction fluide-structure avec la méthode de Lattice Boltzmann,
différentes approches ont été développées. Ainsi, depuis les travaux de Ladd [17], la méthode du bounce
back a été beaucoup utilisée pour calculer des écoulements autour d’obstacles immobiles ou mobiles
([18], [28]). Cette méthode a aussi été employée pour évaluer les conditions aux limites au niveau d’un
obstacle se déformant, dans le cadre du couplage de la LBM avec la méthode des éléments finis ([23],
[2], [31]). Une autre méthode, qui a été développée par Noble et Torczynski [29], prend en compte
les conditions aux limites fluide-solide grâce à une modification du terme de collision de l’équation
de Lattice Boltzmann. Cette méthode a été appliquée à des problèmes d’IFS ([13]). Cependant, elle
présente quelques difficultés car il est nécessaire avec cette méthode d’évaluer pour chaque nœud du
maillage la fraction volumique du solide. Par ailleurs, la méthode des frontières immergées qui permet
de modéliser des écoulements autour de solides déformables a été implémentée dans la méthode de
Lattice Boltzmann depuis les années 2000 ([21], [5], [15]). Avec cette méthode, l’écoulement du fluide
est calculé avec une approche eulérienne sur un maillage cartésien fixe, et le contour du solide est suivi
avec une approche lagrangienne en introduisant des forces nodales d’interaction entre le solide et le
fluide. Cetteméthode, qui est devenue très populaire dans la communauté de LBM, a permis de traiter des
problèmes d’interaction fluide-structure, en couplant le solveur de Lattice Boltzmann avec la méthode
des éléments finis pour résoudre le déplacement de la structure ([31], [10]). En outre, la formulation
des multiplicateurs de Lagrange et domaines fictifs ([14]) a été introduite dans la méthode de Lattice
Boltzmann. Cette méthode consiste à écrire les équations de quantité de mouvement et de continuité sur
l’ensemble du domaine de calcul (fluide et solide) qui reste fixe, et un multiplicateur de Lagrange (une
force) contraint le fluide à l’intérieur du solide à bouger comme le solide. Cette méthode permet d’éviter
la phase coûteuse de remaillage. Grâce à l’implémentation de cette méthode dans la LBM, Shi et Phan
Tien [22], et Shi et Piang Lim [20] ont couplé la LBM avec la méthode des éléments finis.

Dans des travaux précédents, nous avons résolu des problèmes d’IFS en introduisant la méthode de pé-
nalisation volumique initialement développée par Angot et al [9], dans la LBM ([3], [4]). Avec cette
méthode, un terme source de pénalisation volumique représentant l’influence du domaine solide sur
l’écoulement est ajouté dans l’équation de la LBM. Les conditions aux limites fluide-solide sont natu-
rellement prises en compte grâce à cette méthode, et le solveur ainsi obtenu est facilement parallélisable.
Cette méthode nous a permis de résoudre de façon satisfaisante des écoulements autour de solides indé-
formables. Dans cet article, nous présentons une approche permettant de modéliser l’interaction entre
un fluide et un solide incompressible (néohookéen) par la méthode de Lattice Boltzmann. Le solide
est traité de façon eulérienne. Ceci nous permet de développer une approche diphasique dans laquelle
on résout des problèmes d’Interaction Fluide-Structure avec de petites déformations par un unique sol-
veur LBM (contenant des différences finies pour calculer certaines dérivées). De plus, grâce à cette
méthode, les efforts fluide/solide sont intrinsèques à la formulation. Cette nouvelle approche est testée
pour différents cas trouvés dans la littérature. Dans le paragraphe suivant, nous décrivons la méthode
de Lattice Boltzmann. La méthode de résolution des problèmes d’IFS en petites déformations que nous
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avons choisie, ainsi que son adaptation à la LBM, sont ensuite présentées. Puis les résultats obtenus par
cette nouvelle méthode pour différents cas tests sont détaillés, et les conclusions et perspectives de ce
travail sont explicitées.

2 Formulations mathématiques

2.1 Méthode de Lattice Boltzmann
Dans cette étude, la méthode de Lattice Boltzmann a été utilisée pour calculer l’écoulement, ainsi que
pour résoudre l’équation eulérienne décrivant le comportement du solide déformable. Avec cette mé-
thode, on s’intéresse à un ensemble de particules au sein du milieu continu étudié, et on résout numéri-
quement l’équation de Boltzmann discrétisée, qui permet de trouver à un instant t, à une position x, la
fonction fi(x, t) de distribution des particules ayant une vitesse discrète ci :

fi(x + ci∆t, t+ ∆t)− fi(x, t) = Ωi(x, t) (1)

Dans cette équation, ∆t est le pas de temps (∆t = 1 en LBM), et Ωi(x, t) est l’opérateur de collision.

Notons ici que l’on s’intéresse à des cas bidimensionnels. Ainsi, un modèle à 9 vitesses discrètesD2Q9

est utilisé. Le réseau sur lequel les particules se déplacent est représenté sur la figure 1.
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Figure 1 – Vitesses discrètes du modèle D2Q9

Les coordonnées des vitesses discrètes ci sont :

c =
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1

0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1
, (2)

où ci est la ieme colonne du tableau ci-dessus.

Pour modéliser le terme de collision Ωi(x, t), il existe plusieurs modèles ([8]) :

- le modèle Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) avec lequel toutes les fonctions de distribution fi(x, t)
tendent vers leur valeur à l’équilibre feqi (x, t) en un même temps de relaxation τ . Pour ce modèle,
l’opérateur de collision s’écrit :

Ωi(x, t) = −∆t

τ
(fi(x, t)− feqi (x, t)) (3)

- le modèle Multi Relaxation Time (MRT) avec lequel les moments des fonctions de distribution tendent
vers leur valeur à l’équilibre avec des temps de relaxation différents,
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- le modèle Two Relaxation Time (TRT) avec lequel les moments des fonctions de distribution tendent
vers leur valeur à l’équilibre avec deux temps de relaxation différents.
Les modèles MRT et TRT sont plus stables que le modèle BGK. Ainsi, notre choix s’est porté sur le
modèle TRT, qui est un peu plus simple à mettre en oeuvre que le modèle MRT. Le modèle TRT est
basé sur le fait que les vecteurs vitesses du réseau sont symétriques ([8] et [12]) :

pour chaque vecteur ci, on a cī = −ci. Ceci permet de décomposer les fonctions de distribution fi(x, t)
de la façon suivante :

f+
i =

fi + fī
2

; f−i =
fi − fī

2
(4)

De même, on a pour les fonctions d’équilibre :

feq +
i =

feqi + feq
ī

2
; feq −i =

feqi − f
eq
ī

2
(5)

où feqi se calcule de la façon suivante, pour le modèle D2Q9 :

feqi = ωi ρ

(
1 +

< v, ci >
c2
s

+
(< v, ci >)2

2 c4
s

− (< v, v >)2

2 c2
s

)
, (6)

avec ρ et v la densité et la vitesse du fluide, cs = 1√
3
la célérité du son, ωi les poids définis par ω0 = 4

9 ,
ω1 = ω2 = ω3 = ω4 = 1

9 et ω5 = ω6 = ω7 = ω8 = 1
36 pour un schéma D2Q9 et <,> désigne le

produit scalaire. Avec le modèle TRT, l’équation de lattice Boltzmann, lorsqu’on résout un écoulement
soumis à une force volumique extérieure F, est :

fi(x + ci∆t, t+ δt)− fi(x, t) = −∆t

τ+

(
f+
i (x, t)− feq +

i (x, t)
)

− ∆t

τ−

(
f−i (x, t)− feq −i (x, t)

)
+

(
1− δt

2τ+

)
Fi, (7)

Dans cette équation, τ+ est le temps de relaxation relié à la viscosité adimensionnelle η par la formule :

η =
1

3

(
τ+ − 1

2

)
(8)

Le temps de relaxation τ− s’obtient selon :

τ− =
∆t Λ

τ+ − 1
2

+
1

2
, (9)

avec Λ = 1
6 ([8]). Par ailleurs, Fi est le terme de force selon la direction i. Il est modélisé grâce à la

formulation proposée par Guo et al. ([26]) :

Fi =< wi

(
(ci − v)

c2
s

+
< ci, v > ci

c4
s

)
,F >, (10)

où F est la force volumique apparaissant dans les équations de conservation des quantités de mouvement.
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Les grandeurs macroscopiques ρ et v sont ensuite obtenues par les formules :

ρ =
∑
i

fi ; ρv =
∑
i

cifi +
F ∆t

2
(11)

2.2 Formulation eulérienne pour l’étude des solides incompres-
sibles Néo-Hookéen

Soit Ωf le domaine fluide, Ωs le domaine solide et Γ l’interface entre le domaine fluide et le domaine
solide. On note alors Ω = Ωf ∪Ωs ∪ Γ le domaine global, ∂Ω sa frontière etH (x) la fonction caracté-
ristique (dépendant du temps) du domaine solide définie comme suit :

H(x, t) =

{
1 si x ∈ Ωs

0 sinon
(12)

On désigne par vf , ρf (respectivement vs, ρs) le champ de vitesse et la densité du fluide dans Ωf (res-
pectivement Ωs). Ainsi, on définit les champ de vitesse et de masse volumique globaux :

ρ = ρsH + (1−H)ρf , (13)

v = vsH + (1−H)vf (14)

Par défaut, tout les opérateurs de dérivation apparaissant dans la suite sont définit en eulérien.

L’approche utilisée dans ce travail considère une formulation eulérienne pour le domaine solide dans le
cadre d’un matériau incompressible Néo-Hookéen, c’est çà dire que en particulier ν = 0.5 avec ν le
coefficient de Poisson du matériau. Dans ce contexte, pour un fluide de masse volumique ρf et viscosité
ηf , et un solide de masse volumique ρs, et de coefficient de Lamé µ, El Feghali et al. [11] proposent la
formulation suivante :

ρ (∂tv + v∇v)−∇ · (2ηfD (vf ) + Θ− pId) = Fv dans Ω, (15)

∇.v = 0 dans Ω, (16)

L (u)− 1

2µ
Θ = 0 dans Ωs (17)

∂tu + v · ∇u = v dans Ωs (18)

v = v∂Ω sur ∂Ω (19)

v (x, 0) = v0 (x) dans Ω (20)

où u désigne le champ de déplacement eulérien dans le domaine solide défini par

u = x− X, (21)

avec X les coordonnées Lagrangiennes. L est le tenseur des contraintes de Green-Lagrange défini par

L (u) =
1

2

(
(Id −∇u)−T (Id −∇u)−1 − Id

)
, (22)
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et D (v) le tenseur des déformations :

D(v) =
1

2

(
∇v + (∇v)T

)
. (23)

Afin de retrouver à la place de l’équation (15) une forme plus classique de l’équation de Navier-Stokes
El Feghali [11] suggère de remplacer L(u) par L(u + v∆t) puis de faire un développement limité :

L(u + v∆t) = L(u) +

[
∆t D(v) +

∆t

2

(
(∇u)T ∇v + (∇v)T ∇u

)]
(24)

Ce choix se justifie en considérant une discrétisation temporelle du problème où à chaque pas de temps
les équations (18) et (17) sont résolues avant les équations (15) et (16).

En remplaçant directement Θ par l’équation (17), on définit le pseudo tenseur des contraintes dans le
domaine solide

σs = −psId + 2ηsD(vs) dans Ωs (25)

avec ηs = µ∆t une viscosité artificielle pour le domaine solide, et

Fs = H∇.
(

2µ L(u) +
ηs
2

(
(∇u)T ∇vs + (∇vs)T ∇u

))
sur Ω (26)

on obtient la formulation globale suivante pour le problème d’interaction fluide structure dans le cadre
d’un solide incompressible Néo-Hookéen :

ρ (∂tv + v∇v) = ∇.σ + Fv + Fs, dans Ω, (27)

∇.v = 0 dans Ω, (28)

∂tu + v · ∇u = v dans Ωs (29)

v = v∂Ω sur ∂Ω (30)

v (x, 0) = v0 (x) dans Ω (31)

Avec
σ = −p Id+ 2ηfD (vf ) + 2ηsD (vs)

= −p Id+ 2ηD (v)
(32)

et η = ηsH + (1−H)ηf

Il est à noter que l’équation (29) correspond à la dérivée eulérienne du champ de déplacement dans le
domaine solide.

2.3 Adaptation de la méthode de Lattice Boltzmann (LBM)
Les équations (27) et (28) sont résolues par laméthode de Lattice Boltzmann avec schéma TRT explicitée
dans la section 2.1 où le terme de forçage des équations (10) et (11) devient :

F = Fv + Fs (33)

Le calcul des gradients et opérateurs laplaciens apparaissant dans le terme (équation (26)) est effectué
via un schéma garantissant l’isotropie de la discrétisation [19] :
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∇ψ =
∑
i 6=0

ωici (ci · ∇ψ) /c2
s, (34)

∆ψ =
∑
i 6=0

ωi (ci · ∇)2 ψ/c2
s (35)

avec ψ une quantité macroscopique. Les dérivées selon les vecteurs ci sont effectuées via un schéma de
différences finies centrées :

ci · ∇ψ (x) =
ψ (x + ci∆t)− ψ (x− ci∆t)

2∆t
(36)

(ci · ∇)2 ψ (x) =
ψ (x + ci∆t)− 2ψ (x) + ψ (x− ci∆t)

2∆t2
(37)

L’équation de calcul du déplacement u (équation (29)) est effectué via un schéma de différences finies
centrées, explicite en temps :

u (x, t+ ∆t) = u (x, t) + ∆t (v (x, t)− (v · ∇u) (x, t)) (38)

La fonction caractéristique H suit l’équation d’évolution suivante :
DH

Dt
=
∂H

∂t
+ v · ∇H = 0, dans Ω,

H (x, 0) = H0 (x) , dans Ω,

H = H∂Ω sur ∂Ω

(39)

Comme les équations sont résolues sur unmaillage fixe, on cherche seulement à mettre à jour la valeur de
H sur les noeuds du maillage. L’équation (39) est ainsi résolue via intégration de la dérivée particulaire,
et la valeur de H sur chacun des noeuds du maillage est calculé explicitement par :

H (x, t) = H0 (x− u (x, t)) ∀x ∈ Ω (t) (40)

L’assemblage de l’ensemble de ces éléments se fait via l’algorithme temporel présenté ci-desous

Algorithme 1 : Algorithme de résolution

1 Initialisation v (x, 0) ,u (x, 0) , feqi (x, 0) , feqi (x, 0) H0 (x)

2 tant que t ≤ tfinal faire
3 Calcul de Fs (t)

4 Résolution de v (t+ ∆t) par LBM
5 Calcul de u (t+ ∆t) (équation (29))
6 Mise à jour de H (t+ ∆t) (équation(40))
7 t = t+ ∆t

On notera que la formulation présentée ici ne nécessite pas de calculer explicitement les efforts créés
par le fluide sur le solide. Ceux-ci sont intrinsèque à la formulation proposée.
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3 Exemples numériques pour les problèmes d’Interaction Fluide
Structure (IFS) en petites déformations pour un solide Néo-hookéen

On présente ici 3 cas pour des solides incompressibles Néo-Hookéen. La méthode de Lattice Boltzmann
est résolue avec un pas d’espace ∆x = 1 et un pas de temps ∆t = 1 pour des grandeurs adimension-
nelles.

3.1 Cavité entraînée avec solide Néo-Hookéen incompressible en
partie inférieure

Le premier cas traité concerne celui d’une cavité entrainée dont le fond est constitué d’un solide in-
compressible Néo-Hookéen (figure 2). Cette configuration a servi de cas de validations dans plusieurs
travaux précédents ([6],[30],[24]). Nos résultats seront comparés à ceux obtenus par [30].

x

y

v · x

Ωf

Ωs

L

L

Ls

Figure 2 – Description de la configuration de la première application à l’état initial

Wang et al [30] étudient une cavité de dimensions [0, 2]cm× [0, 2]cm dont le quart inférieur est occupé
par le domaine solide (Ls = L/4). Les caractéristiques du fluide et du solide de cette étude sont ηf =

20 Pa.s, µ = 0.001 Pa, ρf = ρs = 1 g · cm−3. Des conditions de Dirichlet homogènes en vitesse sont
imposées en x = 0, y = 0 et y = L, et le déplacement du solide est imposée nul partout sur sa frontière
sauf sur l’interface fluide solide. En y = L on impose un profil de vitesse horizontal, tel que :

v · x (x, L) =


(4v0)x , si x ∈ [0, L/4],

v0 , si x ∈ [L/4, 3L/4],
4v0

L
(L− x) , si x ∈ [3L/4, L],

(41)

avec v0 = 0.5 cm · s−1.

L’étude se situe à un nombre de Reynolds de 5.

Pour l’approche LBM les paramètres suivants permettent de résoudre le problème équivalent via la
conservation du nombre de Reynolds :

LLBM = 160 v0LBM = 0.14666 τ+
f = 14.58 τ+

s = 0.526 (42)

On définit ainsi les paramètres d’adimensionnement

Cv =
v0

v0LBM
CL =

L

LLBM
Ct =

Cv

CL
. (43)



24ème Congrès Français de Mécanique Brest, 26 au 30 Août 2019

Figure 3 – Comparaison de la position de l’interface calculée avec la LBM (H) avec celle de Wang et
al [30] (points) et lignes de courant de la vitesse redimensionnalisée

Afin de comparer les résultats, les données issues de la LBM sont redimensionnalisées via les coeffi-
cients (43). La solution stationnaire obtenue par Wang et al. [30] est ainsi comparée à celle obtenue par
la méthode proposée sur la figure 3. On observe une bonne concordance de la déformation des inter-
faces. L’écoulement se stabilise ainsi que la déformation de l’interface, qui sous l’effet de l’écoulement
va s’enfoncer sur la droite de la cavité, là où les efforts du fluide sont les plus élevés. Le solide étant
incompressible, cet enfoncement de l’interface est compensé par une élévation sur le côté gauche de la
cavité. Au final, le volume de la structure est bien conservé.

3.2 Cavité entraînée avec solide élastique

x

y

Ωf

Ωs

L

L

Ls

v · y

Figure 4 – Description de la configuration de la deuxième application

Le second cas (figure 4) est assez similaire au premier, sauf que le profil de vitesse imposée en y = L

est cette fois instationnaire et perpendiculaire à la frontière :
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v (x, L, t) = V0 (1− cos (2πt)) sin (2πx) y, x ∈ [0, L] , t ∈ R+. (44)

Nos résultats sont comparés à ceux de Zhao et al [6], pour une cavité carré dont les dimensions physiques
sont de L = 1 m, Ls = L/2, et les caractéristiques du fluide et du matériau solide sont ηf = 10−2 Pa.s,
µ = 0.25 Pa, ρf = ρs = 1 kg · m−3 et V0 = 1 m · s−1. Des conditions aux limites de périodicité sont
imposées en x = 0 et x = L, tandis que en y = 0 sont imposées des conditions de Dirichlet homogènes.

Figure 5 – Comparaison de la position de l’interface calculée avec la LBM (H) avec celle de Zhao et
al [6] (points verts) et lignes de courant

Les paramètres LBM pour simuler le problème équivalent, calculés à partir du Reynolds estimé en
fonction de la vitesse maximale en (Vmax = 2V0) et L, sont les suivants :

LLBM = 200 V0LBM = 0.05 τ+
f = 0.8 τ+

s = 0.502 (45)

On représente sur la figure 5 les résultats obtenus par la LBM étendue aux solides incompressibles
Néo-Hookéens, comparés avec la déformation de l’interface obtenue par Zhao et al [6] pour un temps
de simulation de 1 s. On observe également, dans ce cas d’écoulement instationnaire, que la méthode
proposée permet de capturer la physique étudiée.

3.3 Disque déformable dans une cavité entraînée
Le dernier exemple concerne un disque déformable dans une cavité entrainée de dimension L = 1 m
(figure 6). Initialement, un disque de rayonR = L/5, de masse volumique ρs = 1 kg ·m−3 et coefficient
de Lamé µ = 0.1 Pa est placé en (x0, y0) = (3L/5, L/2). Sous l’effet d’un écoulement de masse
volumique ρf = 1 kg ·m−3 et viscosité ηf = 10−2 Pa · s, entrainé par une vitesse v (x, L) = 1 m · s−1,
le disque solide va se déformer et se déplacer dans la cavité.
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Figure 6 – Description de la configuration de la troisième application à l’état initial

eL calcul est LBM est effectué avec les paramètres suivant :

LLBM = 200 V0LBM = 0.078 τ+
f = 0.968 τ+

s = 0.502 (46)

La position et et la déformation sont comparés avec ceux obtenus par Zhao et al. [6] sur la figure 7 pour
un temps de simulation t = 1.17 s.

On observe que la méthode proposée permet de prédire correctement la physique complexe de ce cas.

Figure 7 – Comparaison de la position de l’interface calculée avec la LBM (H) avec celle de Zhao et
al [6] (points) et lignes de courant

Sur Fig.7, nous présentons la position de l’interface à l’instant Ts = 1.17s.

On remarque un bon accord entre les résultats obtenus avec la LBM et ceux obtenus par Zhao et al [6]
avec les méthode des éléments finis.

On peut conclure que la méthode fonctionne.
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4 Conclusions et perspectives
Dans ces travaux, une méthode pour résoudre les problèmes d’Interaction Fluide Structure (IFS) dans
le cas de solides incompressibles Néo-Hookéens avec petites déformations via la méthode de Lattice
Boltzmann (LBM) est proposée. L’utilisation d’une approche diphasique où lemilieu solide est considéré
comme un fluide incompressible est considérée. Cela permet, au niveau macroscopique, d’étendre les
équations de Navier-Stokes à la structure, et ainsi d’utiliser une formulation LBM unique pour le fluide
et le solide. L’approche est testée sur trois configurations de complexité croissante. Pour chacun des cas
les résultats obtenus concordent avec ceux de la littérature
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