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Résumé :
Dans ce travail, nous étudions la possibilité d’identifier les propriétés mécaniques affectées par la te-
neur en eau des matériaux composites et polymères, à l’aide des champs de concentration asymétriques.
L’étude est menée en considérant un échantillon de configuration plaque mince avec un modèle fai-
blement couplé diffuso-mécanique : un modèle diffusion de Fick 1D et un modèle mécanique 2D en
contraintes planes avec un comportement isotrope de la résine. Compte tenu de l’amplitude des dé-
flexions engendrées par l’asymétrie des champs de concentration, l’utilisation d’un modèle prenant en
compte les non linéarités géométriques est discutée. L’identification s’effectue à travers la résolution
d’un problème inverse obtenu par minimisation de l’énergie potentielle totale de la plaque et la mé-
thode de Rayleigh-Ritz.

Abstract :

In this work, we study the possibility to identify the mechanical properties affected by the moisture for
polymer matrix materials, based on the use of asymmetric concentration field. The study is performed
on sample with thin plate configuration using weakly coupled diffuso-mechanical model : 1D Fick’s dif-
fusion model and 2D plan stress hygroelastic model. In view of the intensity of the deflections caused by
the asymmetry of concentration fields, the use of a model taking into account geometrical nonlinearities
is discussed. The identification is carried out through the resolution of an inverse problem obtained by
minimizing the total potential energy of the plate and the Rayleigh-Ritz method.

Mots clefs : Identification, Modèle diffuso-mécanique, Champ de concentra-
tion asymétrique, Méthode de Rayleigh-Ritz

1 Introduction
En raison de leurs propriétés spécifiques, les matériaux Composites à Matrice Organique (CMO) sus-
citent un intérêt grandissant dans l’industrie aéronautique pour la réalisation des parties tièdes (50◦C <
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T < 300◦C). Dans ces parties comme entre autres les moteurs et les nacelles, l’exposition des CMO
à l’action d’environnements agressifs, milieux humides ou gazeux, hautes températures peut entraîner
la diffusion d’espèces chimiques (H2O, O2,...) au sein des matrices polymères, éventuellement suivie
d’une interaction (réactions chimiques,...) entre les molécules d’eau et le substrat macromoléculaire
du polymère. Dans ces conditions, des phénomènes de dégradation associés à l’action de couplages
thermo-mécaniques et/ou chimio-diffuso-mécaniques peuvent apparaître affectant la durée de vie et la
performance de ces matériaux [10].

Le vieillissement humide des CMO (50◦C < T < 100◦C) préoccupe particulièrement les industriels
du secteur aéronautique, la diffusion de l’eau dans la matrice polymère du composite peut entraîner
des phénomènes de gonflement hygroscopique suivie des modifications des propriétés mécaniques (ri-
gidité,. . . ) [10], [4], [9], [5] [2]. L’étude de ces phénomènes et de tous les couplages impliqués nécessite
une approche complexe, multi-physique et multi-échelle. Des modèles numériques et expérimentaux ont
été développés pour identifier les propriétés mécaniques affectées par la teneur en eau basés sur l’em-
ploi d’échantillons saturés en humidité [9], [2], [3]. Ainsi, les travaux de Simar et al. [2, 3] ont permis
d’identifier le module d’Young et le coefficient de Poisson en fonction de la teneur en eau à saturation
à l’aide d’essais de traction sur échantillons saturés à différents taux d’humidité (RH%) et à tempéra-
ture fixe (T = 70◦C). L’inconvénient est que ces essais nécessitent un temps de conditionnement et
d’identification très longs avec un nombre important d’échantillons (dans [2], un temps de condition-
nement d’environ 1500h pour chaque paramètre pour un échantillon de 4mm d’épaisseur). Dans nos
précédents travaux, [1], des essais de traction-flexion sur pièces avec gradient d’humidité ont permis
d’identifier les propriétés mécaniques affectées par la teneur en eau avec une réduction considérable
des temps d’identification (un facteur de réduction de 100 pour la traction et de 400 pour la flexion)
et du nombre d’échantillons. Cependant, l’utilisation de ces essais n’a pas permis d’identifier le coef-
ficient de dilatation hygroscopique. Dans la littérature, les travaux de Simar et al. [3] et de Obeid et al.
[8] présentent l’identification directe de ce coefficient à l’aide de mesures de variation de volume de
l’échantillon. Cependant, un protocole permettant d’identifier simultanément les propriétés mécaniques
affectées par l’humidité avec le coefficient de dilatation hygroscopique sur échantillons saturés comme
sur échantillons avec gradient d’humidité n’a jamais été mis en place.

L’objectif de ce travail est d’étudier la possibilité d’identifier les propriétés mécaniques affectées par
l’humidité et le coefficient de dilatation hygroscopique à l’aide des plaques assujetties à des champs de
concentration asymétriques. Ces champs induisent des déflexions permettant d’effectuer les identifica-
tions pour des états transitoires.

2 Présentation du problème
Cette étude est menée en considérant un échantillon de configuration plaque mince (Figure 1) homogène
et isotrope. De ce fait, un modèle de diffusion de Fick 1D décrivant la cinétique de la diffusion de l’hu-
midité suivant l’épaisseur de l’échantillon est utilisé et permet de récupérer la teneur en eau,m (figure
de droite sur Fig.1). Le fait d’imposer des concentrations différentes sur les deux surfaces opposées,
génère une distribution asymétrique de concentration en eau selon l’épaisseur de la plaque.

Ensuite, un modèle hygroélastique 2D en contraintes planes décrivant le comportement de la plaque
est couplé au modèle de diffusion via les dépendances des propriétés mécaniques et des déformations
hygroscopiques de la teneur en eau m : σ = Q(m)(E − EH) où Q(m) est le tenseur d’élasticité
dont les composantes dépendent du module d’Young E(m) et du coefficient de Poisson ν(m) avec
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Figure 1 – Géométrie de la plaque et profil de la teneur en eau

Q(m) = E(m)
1−ν(m)2

. Dans le cadre de la théorie linéaire des plaques (modèle de Kirchhoff [6]), le tenseur
des déformationsE est donné parE = E0−zK avecE0 etK les tenseurs de déformations de membrane
et des courbures respectivement définis par
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avec u et v les champs de déplacement plans et w le champ de déplacement hors-plan qui dépendent
tous uniquement de (x, y) ([6]). Les termes d’ordre 2 , (∂w∂x )2 et (∂w∂y )2 et (∂w∂x )(∂w∂y ), sont très petits
devant l’unité en raison de l’hypothèse des rotations modérées, conduisant donc à Eq.(2).

Le problème est défini via l’énergie potentielle totale de la plaque,Etot = Ed+Eext oùEd est l’énergie
de déformation et Eext le travail des efforts extérieurs. L’énergie de déformation est donnée par Ed =∫
V e

ddV où V est le volume de la plaque et ed est la densité d’énergie de déformation donnée par

ed =
1

2
E ·Q(m)E−∆m b ·Q(m)E (3)

avec b le vecteur des coefficients de dilatation hygroscopique. Le problème décrivant les positions
d’équilibre de la plaque est donné par l’Eq.(4).1, l’équation (4).2 traduisant l’équilibre stable de la plaque

{
δEtot = 0

δ2Etot > 0
(4)

Afin de résoudre le problème Eq.(4).1, les champs approchés de Rayleigh-Ritz, Eq.(5) ([7]), sont utilisés.
Ainsi, Hyer dans [7] suppose que le champ de déplacement hors-plan,w, est une fonction quadratique de
x et y (Eq.(5).3) à partir de laquelle il déduit les champs de déplacement plans, u et v cinématiquement
admissibles et vérifiant la condition de compatibilité Eq.(6)
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avec a, b, c et d des constantes. Avec ces relations, Eq.(4) s’écrit sous la forme suivante


δEtot = fnl1 (a, b, c, d)δa+ fnl2 (a, b, c, d)δb+ fnl3 (a, b, c, d)δc+ fnl4 (a, b, c, d)δd = 0
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(7)

conduisant à un système de 4 équations non linéaires en a, b, c et d


fnli (a, b, c, d) = 0; i = 1, 2, 3, 4
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(8)

Sous l’effet de l’humidité, la plaque peut présenter plusieurs types de comportements en fonction de
ses dimensions planes. Pour mieux comprendre l’identification, une étude de ces comportements est
nécessaire.

2.1 Problème direct
La résolution du problème direct consiste à supposer que les propriétés diffuso-mécaniques sont connues
et à déterminer les grandeurs a, b, c et d.

En linéaire géométrique, le système (8) peut s’écrire sous forme matricielle, Eq.(9), dont les solutions
sont données par Eq.(10)
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a et b représentent respectivement les courbures longitudinale et transversale tandis que c et d les défor-
mations longitudinale et transversale. De plus, ces quantités vérifient la condition Eq.(12) et définissent
une position d’équilibre stable, autrement dit, elles vérifient la relation (4).2.

a = b et c = d (12)

Les simulations numériques sont effectuées avec les données répertoriées tableau 1

Les évolutions de a, b, c et d en fonction de la moyenne dem suivant l’épaisseur de l’échantillon (m =
1
Lz

∫
−Lz

2

Lz
2 mdz) sont illustrées sur Fig.2
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Table 1 – Table des données pour le problème direct
E(m)(GPa) ν Dzz(mm2.h−1) β m2

∞(%) m1
∞(%) Lz(mm)

−20, 46m + 3, 14 0, 35 0, 016 0, 22 3, 1% 0, 4m2
∞ 4

Figure 2 – Evolution des courbures et déformations de membrane (c and d) en linéaire géométrique

Avec ce type de solution (une seule branche en a, b, c et d), la déformée de la plaque est de type "calotte
sphérique" comme illustrée sur Fig.3 (figure de droite).

Figure 3 – Formes non déformée et déformée en linéaire géométrique

Dans le cadre non linéaire géométrique, différents types de solutions peuvent être observés à travers
Eq.(8) en fonction des dimensions dans le plan de la plaque. En effet, les rapports d’aspect (ARxz = Lx

Lz
;

ARyz =
Ly
Lz

) peuvent influencer les solutions du problème direct. Pour un rapport d’aspect de 10 d’une
plaque carrée (ARxz = ARyz), une seule branche solution est observée (Fig.4) en linéaire et en non
linéaire géométrique. Dans ce cas, les solutions en linéaire et en non linéaire géométrique sont très
proches pour la plage dem explorée. L’impact des non linéarités géométriques est négligeable dans ce
cas. Cependant, pour un rapport d’aspect de 100, une branche solution est toujours observée en linéaire
géométrique alors qu’en non linéaire géométrique, 3 solutions réelles sont obtenues à partir d’un point
critique. Chacune de ces solutions est représentée par une branche sur Fig.5 en fonction de m. Avant
le point critique (la branche AB), les solutions définissent un état d’équilibre stable. De plus, sur cette
branche, la condition (12) est toujours vérifiée. Cependant, parmi les 3 branches solutions, seule la
branche BD définit un état d’équilibre instable. Sur cette branche, la condition (12) reste satisfaite et
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Figure 4 – Evolution des courbures (a et b) et déformations de membrane (c et d) en linéaire et non
linéaire géométrique pour ARxz = ARyz = 10

Figure 5 – Evolution des courbures (a et b) et déformations de membrane (c et d) en linéaire et non
linéaire géométrique pour ARxz = ARyz = 100

la déformée de la plaque est de type "calotte sphérique" (Fig.3). La branche BE traduit une importante
courbure dans la direction x tandis que la branche BC représente une courbure dans la direction y qui
tend asymptotiquement vers zéro. Dans la direction y, la branche BE correspond à BC et vice-versa.
Cela représente une déformée de type "cylindre" concave d’axe y (Fig.6)

Figure 6 – Formes non déformée et déformée en non linéaire géométrique

Maintenant que nous avons étudié les comportements des solutions des problèmes directs en a, b, c et
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d, l’identification peut être mise en place.

3 Identification
L’identification consiste à résoudre de manière inverse le problème (8) afin de déterminer les propriétés
mécaniques (β, ν etE(m)) affectées par la teneur en eau en utilisant les données expérimentales (a, b, c
et d) générées par le problème direct. Les résultats de l’identification sont illustrés pour 2 cas particuliers

β; ν, E indépendants dem (13)

β, ν indépendants dem et E(m) = αm+ η (14)

pour les deux types d’approches, linéaire et non linéaire géométrique.

3.1 Identification en linéaire géométrique
Cette approche permet d’exprimer analytiquement les paramètres à identifier. Ainsi, avec la condition
(13), l’équation (10) est réduite sous forme de Eq.(15) entrainant l’identification de β (Eq.(16))

a = b =
12βmz

L2
z

c = d = βm

(15) =⇒


β1 =

c

m

β2 = − aL2
z

12mz

(16)

avec
mz =

1

Lz

∫
Z
mzdz

Nous pouvons remarquer qu’avec cette condition, ν et E ne peuvent pas être identifiés avec cet es-
sai. Néanmoins, ils peuvent être identifiés sur un échantillon sec (avant conditionnement) en associant
d’autres essais (traction, flexion,...) à l’essai considéré dans cette étude.

Avec la condition (14), l’équation (10) s’écrit sous la forme de Eq.(17) conduisant à l’identification de
β et de α, l’identification de ν et η étant impossible avec cet essai


h1β

2 + h2β + h3 = 0

α =
(βm− c)η

mc−mza− βm2

(17)

L’approche en linéaire géométrique permet d’identifier β pour les 2 conditions ((13) et (14)). α n’est
identifié que lorsque E(m) dépend linéairement dem. Nous pouvons remarquer que les identifications
de ν et η ne sont pas possibles avec l’essai considéré.

3.2 Identification en non linéaire géométrique
En non linéaire géométrique, les identifications ont été effectuées dans le cas d’une seule branche solu-
tion et sur la branche avant le point critique. Ainsi, avec la condition (13), β et ν sont exprimés sous les
formes suivantes
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β =
48c− a2L2

x

48m

ν = −A(β) + 1152(640βmz + a3L4
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A(β) + 640(a3L4
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24
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24
]

tandis que pour la condition (14), un système non linéaire en α et β est résolu.

β peut encore être identifié avec l’approche non linéaire géométrique avec les 2 conditions ((13) et (14)).
L’identification de α n’est possible que lorsqueE(m) est une fonction linéaire dem. ν a pu être identifié
avec la condition (13) dans le cas linéaire géométrique, ν n’est jamais identifié avec cet essai.

4 Résultats numériques
Le modèle de diffusion a été traité séparément par un schéma aux différences finies. Les données expé-
rimentales générées par le problème direct ont été utilisées pour l’identification des paramètres. Dans
les cas où certains paramètres ne sont pas identifiés, ils sont supposés identifiés sur un échantillon sec
en associant d’autres essais à notre essai et valent η = 3, 14GPa et ν = 0, 35.

4.1 Linéaire géométrique
Lorsque β, ν et E sont indépendants dem (condition 13), la figure 7 illustre les évolutions de β1 et β2
(Eq.(16)) en fonction dem et montre que les 2 expressions sont égales à la valeur cible β = 0, 22.

Figure 7 – Identification de β en linéaire géométrique lorsque E est indépendant dem

Cependant, lorsque le module d’Young est une fonction linéaire de m(condition (14)), 2 valeurs diffé-
rentes de β ont été identifiées. L’une est constante et l’autre dépend de m mais toutes deux convergent
vers la valeur cible de β à partir d’un certain temps comme nous pouvons le voir sur Fig.8. La valeur
constante de β est utilisée pour identifier α comme représenté sur Fig.8.
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Figure 8 – Identification de β et α en linéaire géométrique pour une dépendance linéaire de E(m)

4.2 Non linéaire géométrique
En non linéaire géométrique sur la branche solution avant le point critique, β et ν sont donnés par
Eq.(18). Dans le cas de la condition (13), ils sont indépendants de m et sont égaux à leurs valeurs
cibles respectives. La figure 9 illustre leurs évolutions en fonction dem. LorsqueE(m) est une fonction

Figure 9 – Identification de β et ν en non linéaire géométrique avant le point critique pour une dépen-
dance linéaire de E(m)

linéaire dem, β et α ont été identifiés. Sur la figure 10, nous pouvons observer 2 solutions pour chaque
paramètre. L’une est constante et l’autre varie en fonction dem. En présence de ces 2 solutions, la valeur
constante est choisie en cohérence avec la modélisation.

5 Conclusion
Dans ce travail, nous avons étudié la possibilité d’identifier les propriétés mécaniques affectées par
l’humidité à l’aide de champs de concentration asymétriques pour des matériaux composites à ma-
trice polymère de configuration plaque mince. L’étude est menée à travers des simulations numériques
et est basée sur un modèle faiblement couplé diffuso-mécanique 1D en diffusion et 2D mécanique en
contraintes planes avec un comportement isotrope de la résine. Le problème d’identification est écrit
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Figure 10 – Identification de β et α en non linéaire géométrique avant le point critique pour une dépen-
dance linéaire de E(m)

via la minimisation de l’énergie potentielle totale de la plaque en utilisant des champs approchés de
Rayleigh-Ritz. L’étude du problème direct a permis d’illustrer les différentes déflexions du matériau
après absorption d’humidité en fonction des dimensions planes de la plaque. Les résultats de l’identi-
fication ont été illustrés sur 2 conditions particulières de dépendance des paramètres à identifier à la
teneur en eau. Ainsi, il a été montré que l’identification du coefficient de dilatation hygroscopique est
possible dans les 2 approches, linéaire et non linéaire géométrique, et pour tous les profils considérés des
paramètres à identifier. De plus, α n’est identifié que lorsque le module d’Young dépend linéairement
de la teneur en eau. Cependant, le coefficient de Poisson n’est identifié qu’en non linéaire géométrique
lorsque tous les paramètres à identifier sont supposés indépendants de la teneur en eau. Par ailleurs,
l’identification de E n’a pas été possible lorsque E est supposé indépendant de m ainsi que celle de η
quand E(m) est linéaire. En non linéaire géométrique, l’identification n’a été explorée que sur le cas
d’une seule branche solution et sur la branche avant le point critique lorsque 3 branches solutions sont
observées. Cette étude a permis d’identifier les propriétés mécaniques affectées par l’humidité et plus
particulièrement le coefficient de dilatation hygroscopique.

Des études approfondies sont en cours de réalisation pour détecter le point de bifurcation et effectuer
des identifications possibles après ce point sur les branches stables.
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