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Résumé :
La présente contribution est dédiée à la simulation par la Méthode des Éléments Discrets (MED) du
transfert thermique par conduction dans les milieux composites. Pour ce faire, nous considérons un
modèle équivalent au milieu continu constitué par un empilement de sphères en contact. Dans cette ap-
proche, chaque contact interparticulaire est un lien dont la section et les propriétés thermiques régissent
la conduction de la chaleur. Un processus de calibration doit donc être mis en place afin de relier les
surfaces de transmission de chaleur de chaque lien au comportement thermique effectif. Deux config-
urations sont considérées. La première correspond à un problème thermique dans un cadre transitoire
dans un milieu continu et homogène. Le modèle est alors validé en terme de température par compara-
ison avec une solution analytique. La deuxième configuration correspond à un problème thermique en
régime stationnaire en milieu hétérogène: inclusion solitaire noyée dans une matrice. Dans ce contexte,
le modèle est validé en termes de Conductivité Thermique Effective (CTE) et de flux thermique.

Mots clés :MED, matériau composite, CTE, flux thermique

1 Introduction

Le nombre d’applications des matériaux composites dans l’industrie a considérablement augmenté ces
dernières années, en raison de faible coût de fabrication ainsi que la personnalisation de leurs propriétés
mécaniques et thermiques. En raison de leurs microstructures complexes, l’étude détaillée du trans-
fert thermique est une tâche ardue. Par conséquent, les analyses techniques se concentrent potentielle-
ment sur le comportement macroscopique de tels matériaux, dicté par les propriétés dites effectives,
telles que la CTE. La détermination de cette dernière en termes de microstructure, de propriétés indi-
viduelles des phases et d’autres paramètres physiques pertinents est d’une importance scientifique et
pratique. En outre, la plupart des procédés de fabrication des matériaux composites n’assurent pas un
contact thermique parfait entre les phases constitutives Ceci peut être dû à une mauvaise adhérence
chimique et/ou mécanique, provoquée par la présence de rugosités et d’impuretés à l’interface. Les
procédés de fabrication des matériaux composites peuvent également entraîner d’autres défauts, tels
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que des vides à l’intérieur de la matrice, qui contribuent également à réduire leur CTE. Il existe une
variété de phénomènes de transport dans les matériaux composites tels que la conduction thermique, la
convection forcée et naturelle et le rayonnement, pour ne citer que quelques exemples. Dans le cadre de
ce travail, nous nous intéresserons uniquement qu’à la conduction thermique.

Les modèles analytiques [1, 2] fournissent plusieurs expressions de CTE à partir desquelles les effets
de la fraction volumique, de la forme et de la distribution spatiale de la phase dispersée sont facilement
quantifiables. Néanmoins, ils se limitent dans la plupart des cas à des microstructures simples. Les
approches phénoménologiques se présentent comme un outil d’aide pour l’étude de la physique com-
plexe et des géométries micro-structurales. Néanmoins, elles adoptent des hypothèses heuristiques qui
ne sont pas faciles à vérifier en pratique. La simulation numérique semble être le moyen le plus ap-
proprié pour traiter le transfert thermique dans les composites. En plus de sa flexibilité inhérente, la
simulation numérique permet une amélioration progressive de la modélisation physique et géométrique
de ces matériaux.

La performance des méthodes numériques a été démontrée par plusieurs auteurs [3, 4, 5]. Ramani et
al. [3] ont utilisé la Méthode des Éléments Finis (MEF) pour prédire la CTE d’un composite chargé de
particules sphériques et de parallélépipèdes. L’effet des caractéristiques microstructurales telles que la
résistance thermique de l’interface, la fraction volumique et la dispersion des inclusions a été étudié.
Dans [4], les auteurs ont montré que la conductivité thermique du composite était fortement influencée
par la concentration et la disposition des inclusions. Arambakam et al. [5] ont développé un modèle de
simulation 3D pour étudier l’effet des paramètres de la microstructure sur les propriétés thermiques des
matériaux fibreux soumis à un flux de chaleur.

La description précise du comportement mécanique d’un matériau granulaire [6] et l’augmentation de
la puissance des machines et les progrès en calcul parallèle ont permis d’étendre la MED à l’étude des
phénomènesmulti-physiques au-delà du comportementmécanique. Plusieurs contributions le phénomène
de transfert thermique dans les milieux granulaires afin de décrire la conduction thermique [7] et étudier
leur CTE [8]. Les travaux [9, 10] portent en particulier sur la modélisation du transfert de chaleur dans
des domaines continus utilisant la MED. Dans [11], les dommages induits par la chaleur dans un do-
maine hétérogène continu sont étudiés à l’aide de la MED. Enfin, dans [12], une méthode de couplage
MEF-MED a été proposée et discutée pour étudier le transfert de chaleur par conduction en milieu con-
tinu et homogène.

L’objectif de cette contribution est d’étudier la capacité de la MED à simuler le transfert thermique dans
un milieu continu et hétérogène en 3D. Contrairement à ce qui a été présenté dans [13], l’estimation de
la surface de transmission de chaleur entre deux particules n’est pas basée sur un pavage de Voronoï du
domainemais plutôt sur une calibration numérique. Ce choix a permis de simplifier lemodèle numérique
et de réduire considérablement le coût de calcul. Dans un premier temps, le modèle a été validé dans le
cas d’un milieu homogène. Les résultats numériques ont été comparés aux solutions analytiques. Dans
un second temps, le modèle a été validé dans le cas d’un milieu hétérogène. Les propriétés effectives
du milieu ont été évaluées puis comparées à celles données par le modèle analytique de Maxwell et les
résultats de simulations numériques par la MEF. Le champ de flux thermique a également été évalué
puis comparé avec celui obtenu par la MEF.
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2 Transfert thermique dans un milieu continu par la MED

2.1 Milieu Continu Équivalent (MCE)

Dans cette partie, on va présenter une approche numérique basée sur la MED pour examiner la conduc-
tion thermique dans un domaine 3D continu et homogène. Ce dernier est constitué d’un empilement
granulaire polydisperse considéré comme un MCE (Figure 1). Un soin particulier doit être pris lors de
la génération de l’empilement granulaire. Le nombre de particules doit être suffisamment important
afin d’être représentatif d’un domaine continu. Le nombre de coordination, la fraction volumique, la
polydispersité et l’orientation des angles de contact doivent être contrôlés afin de vérifier un domaine
aléatoire et un matériau isotrope. Ces hypothèses garantissent que les propriétés thermiques effectives
soient indépendantes de la direction [14]. À titre d’information, une fraction volumique φ proche de
0, 64 et un nombre de coordination minimum Z de 6 sont typiques d’un domaine 3D [15]. Dans le
cadre de ce travail, nous avons choisi un nombre de coordination Z = 7, 5. Ceci correspond à la généra-
tion d’environ 10% de nouveaux contacts et permet d’obtenir un réseau de contacts plus dense. Une
légère polydispersité basée sur un modèle gaussien avec un coefficient de variation de 0, 3 est choisi afin
d’éviter d’éventuels effets directionnels.

Figure 1: Illustration d’un MCE cubique

2.2 Approche de résolution par la MED

L’approche proposée consiste à associer à chaque particule du domaine un élément représentatif. On
ne s’intéresse pas à la forme de cet élément mais on s’intéresse plutôt à ses caractéristiques (volume et
surfaces de transmission de chaleur). Le volume de chaque élément représentatif est choisi dans un souci
de satisfaire l’hypothèse de conservation de la masse. Par ailleurs, la somme des volumes des éléments
représentatifs doit être égale au volume du domaine étudié. Pour ce faire, la masse de chaque particule
est ajustée à la masse de l’élément représentatif correspondant au moyen de la fraction volumique φ.
Considérons ρc la densité du matériau continu. La densité de l’empilement granulaire ρd est alors reliée
à ρc via la relation suivante:

ρd =
ρc
φ

(1)

Le flux thermiqueWp,q transmis par la surface de transmission Stp,q entre deux éléments représentatifs
(Figure 3) associés respectivement à deux particules p et q en contact est défini comme suit:
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Wp,q = Hp,q
c (Tq − Tp) (2)

où Tp, Tq sont les températures des particules p, q et Hp,q
c est le coefficient de conductance thermique

donné par:

Hp,q
c =

λStp,q
dp,q

(3)

λ est la conductivité thermique du matériau et dp,q est la distance entre les centres des particules p et q.

Figure 2: Transfert thermique par conduction à l’échelle d’un contact

L’équation du transfert thermique associée à chaque particule est:

Cdp
dTp
dt

+

np∑
q=1

Wp,q = Qp (4)

où Qp représente le flux de chaleur externe associé à la particule p et np est le nombre de partic-
ules voisines. La résolution temporelle de l’équation 4 peut être réalisée par deux types de schémas
numériques (implicite ou explicite). Les schémas numériques implicites sont stables pour des grands
pas de temps. Cependant, compte tenu du grand nombre de contacts entre particules, les schémas
numériques implicites sont trop coûteux et leurs gains en temps sont limités. Par conséquent, on a
fait le choix d’utiliser un schéma numérique explicite qui ne préconise pas une procédure itérative. La
discrétisation en temps de l’équation (4) conduit à:

T t+∆t
p = T tp +

φ∆t

CρcVp
[Qp +

np∑
q=1

λStp,q
dp,q

(T tq − T tp)]︸ ︷︷ ︸
Qtotp

(5)

Vp est le volume de la particule et C est la chaleur spécifique du matériau constitutif.

2.3 Calibration des paramètres du modèle

Contrairement à la MEF, pour laquelle les propriétés locales à l’échelle de l’élément sont identiques aux
propriétés macroscopiques pour un milieu homogène, les propriétés et paramètres locaux à l’échelle
du contact doivent être corrélés aux propriétés macroscopiques. Dans notre cas, la conductivité ther-
mique du milieu équivalent dépend intrinsèquement des surfaces de transmission Stp,q entre les éléments
représentatifs . Nous avons fait le choix de corréler Stpq à un paramètreCt et une surface Sp,q = π.R2

moy

déduite à partir du rayon moyen Rmoy des particules en contact. L’expression de Stp,q est donc:
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Stp,q = Ct.Sp,q (6)

Par conséquent, la conductivité thermique du matériau est reliée au paramètre adimensionnel Ct. Ce
dernier sera calibré afin d’obtenir une égalité entre la conductivité thermique du matériau et celle con-
sidérée à l’échelle des contacts. Pour ce faire, on va procéder comme suit. Une densité de flux thermique
ϕ est appliquée à la surface supérieure de l’échantillon, de longueur L, dans la direction z tandis que
une température constante T0 est appliquée à la surface inférieure. Les conditions dans lesquelles est
réalisé l’essai sont décrites dans la figure ci-dessous.

Figure 3: Essai numérique: identification de la CTE

Le paramètre Ct est choisi de façon arbitraire et est noté Carbt . Typiquement, on considère Carbt = 1.
À l’état stationnaire, une différence de température ∆T est évaluée à la surface supérieure et la CTE du
matériau λe est déduite à partir de l’équation suivante:

λe =
ϕL
∆T

(7)

Le paramètre Ct est déduit à partir de l’égalité suivante:

Ct

Carbt

=
λ

λe
(8)

Cet essai de calibration est réalisé pour plusieurs échantillons dont le nombre de particules varie entre
150000 et 6000000. La Figure 4 présente la variation du paramètre Ct en fonction du nombre de par-
ticules. La coefficient de Ct est situé entre 0.81 et 0.85. Sa variation est proportionnelle au nombre
de particules sans tendre vers une valeur constante. Néanmoins, pour différents empilements à nombre
de particules constant, les valeurs diffèrent très légèrement. Ceci prouve que ce paramètre est inhérent
aux propriétés intrinsèques de l’empilement granulaire considéré. De plus, des études préliminaires ont
montré que le produit Z ×Ct est constant pour un empilement donné. Ceci offre la possibilité de varier
le nombre de coordination Z sans être contraint à calibrer de nouveau le paramètre Ct.

2.4 Évaluation du flux thermique

Dans un régime stationnaire, l’expression de la densité u flux thermique ϕip appliquée à une particule p
est définie comme suit:
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Figure 4: Variation du paramètre Ct en fonction du nombre de particules

ϕip =
1

2Vp

∑
q∈Zp

[
λStp,q(Tq − Tp)

]
︸ ︷︷ ︸

φp,q

eip,q (9)

Vp est le volume de la particule, Zp désigne l’ensemble de ses voisins et i correspond à la direction
visée. eip,q est la projection du vecteur inter-centres normalisé sur la direction i. Par conséquent, des
fluctuations typiques à l’échelle des particules peuvent apparaître. Pour atténuer l’effet de dispersion,
il est judicieux de prendre en compte la contribution des particules situées au voisinage de la particule
concernée. L’une des questions importantes concerne le choix du nombre de particules et la taille du
volume ou spécimen qui les contient. La taille de ce dernier doit, d’une part, être suffisamment grande
pour éliminer les fluctuations. D’autre part, le spécimen ne doit pas être trop grand si nous voulons
traiter les quantités moyennées comme des valeurs locales. Par conséquent, la densité de flux thermique
est évaluée à l’échelle d’un spécimen de volume Ωp qui contient un des particules situées au voisinage
de la particule concernée [16]. L’expression moyennée de la densité de flux thermique appliquée sur
une particule p est égale à:

ϕip =
1

2Ωp

∑
r∈Ωp

∑
q∈Zr

φr,qe
i
r,q (10)

3 Validation du modèle

Les essais numériques effectués dans cette section visent à valider l’approche discrète proposée. Deux
cas sont considérés. Le premier cas correspond à un matériau homogène tandis que le deuxième cas
correspond à un matériau hétérogène constitué d’une inclusion unitaire noyée dans une matrice.

3.1 Cas homogène:

Nous proposons dans cette partie de valider le modèle dans le cadre d’un milieu homogène par le biais
d’une comparaison avec une solution analytique. Pour ce faire, on considère un échantillon de forme
cubique et de longueur L = 10 cm. Il est constitué de 150000 particules sphériques et polydisperses
dont la distribution granulométrique suit une loi de Gauss avec un écart-type égal à 0, 3 fois leur rayon
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moyen. Le paramètreCt correspondant à cette configuration est égale à 0, 817. Cette plaque est soumise
aux conditions aux limites et initiales suivantes:


T1 : T (y = 0) = 25◦C

T2 : T (y = L) = 100◦C

t = 0 : T (y) = T0 = 25◦C : 0 < y < L
(11)

Les facettes latérales sont sous conditions adiabatiques. Les propriétés du matériau sont listées dans
Tab. 1:

Densité ρc 7800 kg/m3

Conductivité thermique λ 33 W/mK
Chaleur spécifique C 0.9 J/kgK

Table 1: Propriétés du matériau

Le développement complet de la résolution analytique est détaillé dans [17]. Le champ de température
en tout point est donné par l’équation suivante:

T (y) = T1 +
y∆T

L
+ ∆T

∞∑
n=1

Cn sin

(
nπy

L

)
e
−(nπL )

2 λt
ρC (12)

où:
Cn = 2 × (−1)n × (1 − θ0) + θ0

nπ
(13)

et θ0 est définie comme quantité adimensionnelle: θ0 = T0−T1
T2−T1 .

La variation de la température obtenue par la solution analytique et la MED au bout de 0.05 s, 0.1s et
0.2 s est représentée graphiquement sur la Figure 5. Les résultats fournis par la MED sont en bon accord
avec la solution analytique permettant ainsi de valider la formulation proposée dans le cadre d’un milieu
homogène.

Figure 5: Comparaison entre la MED et la solution analytique pour différents temps de calcul
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3.2 Cas hétérogène:

On s’intéresse maintenant à la validation de l’approche proposée dans le cas d’un matériau continu
et hétérogène. Nous considérons l’exemple d’un matériau biphasique modélisé par un VER de forme
cubique constitué d’une inclusion de forme sphérique noyée dans une matrice (Figure 6).

Figure 6: Composite à une inclusion sphérique (plan y = L/2)

L est le côté du cube et a = L
3 est le rayon de l’inclusion. Ainsi, la fraction volumique de l’inclusion est

égale à 15.51%. L’essai numérique a été réalisé sur le même empilement granulaire de 15000 particules
considéré dans la sous-section précédente. λi et λm sont respectivement les conductivités thermiques
des phases inclusion et matrice. Il peut exister un cas où deux particules en contact ne soient pas situées
dans la même phase. Ce cas est typique aux contacts situés à l’interface matrice-inclusion Γ. Cette
interface est supposée parfaite et sans barrière thermique. Dans ce contexte, la conductivité thermique
associée à la zone de contact entre les deux particules est moyennée. Dans le présent travail, nous
considérons la moyenne inverse suivante:

λΓ =
2λiλm

λi + λm
(14)

Ce choix a été justifié par le biais d’études préliminaires qui ont montré que la moyenne arithmétique
surestime la CTE. La chaleur spécifique est supposée égale à 0.9 J/(K.kg) pour les deux phases mais
cela a peu d’importance du moment que l’on s’intéresse dans cette section aux résultats à l’état station-
naire. On désigne par cλ = λi

λm
le contraste de propriétés thermiques entre la matrice et l’inclusion.

Plusieurs essais numériques ont été réalisés pour des contrastes de propriétés variant de 0.01 à 100. Des
comparaisons, en terme de CTE, avec la MEF et le modèle analytique de Maxwell ont été effectuées et
présentées dans la Figure 7. Quelque soit le contraste, inférieur ou supérieur à 1, les résultats obtenus par
la MED sont proches de ceux obtenus par la MEF et le modèle de Maxwell. L’erreur relative maximale
est de l’ordre de 0.65%. Ceci met en évidence la capacité de la MED à estimer la CTE dans le présent
contexte.

Les conductivités thermiques de la matrice et de l’inclusion sont respectivement fixées à 33 et 165

W/mK, de sorte que le contraste de propriétés cλ = 5. Pour la même configuration et les mêmes
conditions thermiques, nous avons estimé en régime stationnaire les champs de température et de densité
de flux thermique à l’aide de l’équation 10. Des comparaisons avec la MEF en termes de température
et de densité de flux thermique ont été effectuées. À titre d’information, le maillage éléments finis est
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(a) cλ < 1 (b) cλ > 1

Figure 7: Influence du contraste de propriétés normalisé sur la CTE: comparaison entre modèles
numériques et théorique

constitué d’environ 8 000 000 éléments tétraédriques. La Figure 8 illustre le champ de température
obtenu par (a) la MED et (b) la MEF. Les valeurs des températures extraites aux positions A, B et C
(situées dans le plan y = L/2) sont très proches. On peut supposer que les deux méthodes représentent
un champ de température identique.

(a) MED (b) MEF

Figure 8: Problème à une seule inclusion: température

La densité de flux thermique a également été étudiée. La Figure 9 illustre les champs de de densité
flux obtenus par la MED et la MEF. Ils montrent que les résultats obtenus par la MED sont en bon
accord avec la MEF. Une différence relative maximale de 7.5% a été évaluée. Cette différence est due
à l’approximation de la densité de flux thermique au niveau de l’inclusion/matrice et aux conditions
adiabatiques de bord. Les résultats obtenus montrent que la MED offre la possibilité d’estimer le champ
de densité de flux thermique dans un milieu continu hétérogène.

4 Conclusion

L’approche numérique présentée dans le cadre de ce travail montre le potentiel de la MED à modéliser
le transfert thermique dans un milieu continu hétérogène. L’estimation de la surface de transmission
de chaleur entre deux particules en contact est obtenue par calibration. Ce choix est moins coûteux par
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(a) MED (b) MEF

Figure 9: Problème à une seule inclusion: densité de flux thermique

rapport aux approches qui sont basées sur la création des éléments représentatifs à partir d’une décompo-
sition de Voronoï du domaine [13]. Il permet aussi d’assurer la conservation de la masse contrairement à
l’approche développée dans [10]. Nous envisageons de réaliser une étude paramétrique afin d’identifier
l’influence des défauts d’interface entre les inclusions et la matrice sur les propriétés thermiques. Le
modèle développé sera mise en œuvre pour étudier les propriétés effectives d’un cermet céramique-
métal. Les résultats numériques seront aussi validés à partir d’un ensemble d’essais expérimentaux.
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