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Résumé :
Les méthodes d’analyse de fiabilité requièrent de nombreux appels au modèle numérique, et particuliè-
rement lorsque les probabilités recherchées sont faibles. Un modèle mathématique simplifié de la fonc-
tion coûteuse à évaluer, appelé métamodèle, est utilisé afin d’imiter la relation entrée-sortie de cette
fonction. Ceci permet ainsi de diminuer le nombre d’appels nécessaires à l’analyse. Plusieurs types de
métamodèles existent. Néanmoins, aucun type de métamodèle n’est optimal pour toutes les applications.
Plusieurs travaux de recherches ont été menés dans le but de trouver une stratégie qui permet d’éviter de
faire le choix a priori d’unmétamodèle pour un problème donné. Une des solutions proposées consiste en
l’agrégation de métamodèles sous la forme d’une somme pondérée. Elle est généralement connue sous
le nom d’Ensemble de Métamodèles (EM). Dans ce travail, la fonction de performance est substituée
par un EM pour estimer la probabilité de défaillance. Les ensembles sont ici constitués de métamodèles
de Krigeage construits avec différents noyaux. La méthode AK-MCS est implémentée avec une nouvelle
fonction d’apprentissage pour l’estimation de la probabilité de défaillance. Un exemple académique est
étudié afin de montrer l’intérêt de l’approche proposée.

Abstract :
Reducing the computational burden is a challenging task in reliability analysis . Huge number of calls to
the expensive performance function are required in engineering applications, especially in the context
of low failure probabilities. Metamodels are used to mimic the input-output relationship of the expensive
function to evaluate, allowing the several calls needed in the analysis. Several kinds of metamodels exist,
but no type and no tuning is optimal in all applications. Ensemble of Metamodels (EM) is an alternative
which consist in combining individual metamodels in the form of a weighted average metamodel. In this
paper, the relevance of using ensembles as a substitution for the performance function to estimate the
failure probability is investigated. Ordinary Kriging metamodels are solely considered as EM indivi-
duals. The focus is rather put on the choice of the kernel. The contribution therefore consists in using
EMs, composed of Kriging metamodels with different kernels. The Active learning reliability method
combining Kriging and Monte Carlo Simulation, namely AK-MCS, is here considered for the estima-
tion of failure probabilities. A new learning function is proposed in this work. An academic example is
studied in order to investigate the potential benefits of such an approach.
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1 Introduction
En analyse de fiabilité, l’état de défaillance est exprimé à partir d’une fonction de performance g. La
structure est dite défaillante quand g est négative ou nulle, i.e. g(x) ≤ 0, où x = (x1, ..., xn) est le
vecteur des variables aléatoires d’entrée. En revanche, g(x) > 0 signifie que la structure est sûre pour x.
La limite entre ces deux configurations, i.e. g(x) = 0, est appelé état limite. La probabilité de défaillance
est définie par l’intégrale de la fonction de densité jointe fX(x) sur le domaine de défaillance Ωf pour
tout x tel que g(x) ≤ 0 :

Pf =

∫
Ωf

fX(x)dx (1)

où dx = dx1...dx2. Le calcul d’une intégrale multidimensionnelle est particulièrement complexe en
grande dimension, ou lorsque la probabilité de défaillance recherchée est faible ou lorsque la fonction
de performance est non-linéaire et coûteuse en temps de calcul. Plusieurs méthodes existent dans la
littérature afin d’approcher cette intégrale. La méthode de référence est basée sur la simulation deMonte
Carlo (MCS). L’estimation de la probabilité de défaillance est donnée par :

P̂f =
1

NMC

NMC∑
i=1

I{g(x(i)) ≤ 0} (2)

oùNMC est la taille de la population MC et I{.} est la fonction indicatrice. La méthode MCS est simple
et facile à implémenter. Toutefois, elle requiert des temps de calcul considérables pour l’estimation de
probabilités faibles. En effet, une estimation précise de la probabilité de défaillance n’est obtenue que
lorsque la taille de la populationMC est suffisamment importante, c’est-à-dire avec un nombre important
d’appels à la fonction de performance g. Des méthodes plus avancées ont été développées afin de ré-
duire le nombre d’appels à la fonction de performance. Les métamodèles sont amplement utilisés dans
ce contexte. Ils permettent d’imiter la relation entrée-sortie de la fonction de performance. Plusieurs
types de métamodèles sont utilisés en analyse de fiabilité, voir par exemple [1–8]. Les métamodèles
de Krigeage en font partie. Ils sont interpolants et il est possible d’estimer leur variance de prédiction
en chaque point du domaine [9–11], ce qui les rend particulièrement séduisants. L’intérêt d’utiliser des
métamodèles en fiabilité a été démontré. Néanmoins, aucun type de métamodèle (et le choix des hyper-
paramètres sous-jacents) n’est optimal dans toutes les conditions. En Krigeage par exemple, il n’existe
aucun consensus ou critères pour le choix a priori des fonctions tendances et noyaux. Un choix inappro-
prié donne lieu à des prédictions biaisées tel qu’indiqué en [12]. Par conséquent, le choix a priori d’un
métamodèle pour un problème donné n’est pas systématique et reste un challenge pour les utilisateurs.
Plusieurs travaux de recherche ont été menés dans le but de trouver une stratégie qui permet de lever
ce verrou. Une des alternatives proposées consiste en l’agrégation de métamodèles. Il est montré que la
qualité de la prédiction est parfois améliorée par l’agrégation de modèles [13–16].

Les ensembles de métamodèles ont essentiellement été utilisés en optimisation, peu de recherches ont
été dédiés quant à leur possible utilisation en analyse de fiabilité [12,17]. Dans cet article, la pertinence
d’utiliser l’ensemble de métamodèles comme un substituant de la fonction de performance pour estimer
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la probabilité de défaillance est étudiée. Le papier est organisé comme suit. Un bref état de l’art sur les
différentes stratégies d’agrégation de métamodèles est présenté en Section 2.1. Dans la même Section
2.2, La méthode AK-MCS (Active learning reliability method combining Kriging and Monte Carlo Si-
mulation) [10] est brièvement décrite. L’approche proposée est présentée en Section 3, puis appliquée
sur un exemple académique en Section 4 afin de mettre en évidence son intérêt.

2 État de l’art

2.1 Les stratégies d’agrégation de métamodèles
La prédiction d’un ensemble de métamodèles est obtenue comme la somme pondérée des prédictions
des métamodèles individuels. L’EM a été proposé en [18] et est formulé comme suit :

ŷens(x) =
m∑
i=1

wi(x)ŷi(x) (3)

où ŷens(x) est la prédiction de l’EM pour le vecteur entrée x,m est le nombre de métamodèles utilisés
dans l’EM, wi est le poids du ième métamodèle et ŷi(x) est la prédiction du ième métamodèle. La somme
des poids doit être égale à 1. Plusieurs stratégies d’agrégation de métamodèles, c’est-à-dire de détermi-
nation des poids, sont proposées dans la littérature. Deux principales catégories d’EM, appelés les EMs
globaux et les EMs locaux, peuvent être distinguées.

Les EMs globaux

Les EMs globaux ont des poids wi qui restent constants sur le domaine de définition des variables x.
Ainsi, la valeur des poids ne dépend pas de la position des points de prédiction, i.e.wi(x) = wi, ∀x. Dans
ce travail, trois stratégies d’EM global sont appliquées pour la détermination des poids. La première
approche (BMA) combine les différentes prédictions des métamodèles dans un contexte Bayésien et
est appelée Bayesian model averaging [19]. Si M est un ensemble de métamodèles, M = {Mi, i =

1, ...,m}, alors, pour un plan d’expérience donné D, BMA donne la distribution a posteriori de la
prédiction de l’EM par la formule suivante :

P (ŷens(x)|D) =

m∑
i=1

P (Mi|D)P (ŷi(x)|Mi, D) (4)

où P (ŷi|Mi, D) désigne ici la fonction de répartition de ŷi(x), c’est-à-dire la prédiction du ième méta-
modèle. P (Mi|D) correspond à la probabilité que le métamodèleMi représente les donnéesD. Il s’agit
de la masse ponctuelle a posteriori [19] :

P (Mi|D) =
P (D|Mi)P (Mi)∑m
l=1 P (D|Ml)P (Ml)

(5)

La somme des probabilités P (Mi|D) est égale à un et donc P (Mi|D) peut être assimilé à un poids
[20]. Par analogie à l’équation 3, on peut écrire que P (Mi|D) = wi. La vraisemblance intégrée du
métamodèleMi est donnée par :

P (D|Mi) =

∫
P (D|θi,Mi)P (θi|Mi)dθi (6)
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où θi est le vecteur paramètres du ième métamodèle, P (θi|Mi) est la fonction de densité a priori de
θi, P (D|θi,Mi) est la vraisemblance des données sachant le métamodèle Mi et ses paramètres θi et
P (Mi) correspond à la masse ponctuelle a priori du métamodèle souvent choisie égale à 1

m en l’absence
d’informations.

La deuxième approche (EG) est proposée par Goel et al. [13]. Elle est basée sur l’erreur moyenne qua-
dratique généralisée (GMSE) qui est obtenue par validation croisée. Les poids sont définies par :

wi =
w∗i∑
iw
∗
i

, w∗i = (Ei + αEavg)
β (7)

Eavg =

∑
iEi
m

, α < 1 et β < 0

Ei =
√
GMSE =

√√√√ 1

N

N∑
k=1

(y(k) − ŷ(k)
i )2

où y(k) indique la vraie réponse en un point x(k), ŷ(k)
i est sa prédiction donnée par le ième métamodèle

calibré à partir de tous les points du plan d’expérience sauf le point (x(k), y(k)) et N est la taille du
plan d’expérience. α et β sont des paramètres dont les valeurs sont à fixer au préalable. Par exemple,
α = 0.05 et β = −1 sont utilisés dans l’article de Goel et. al [13] et dans le présent travail.

Acar et al. [14] ont proposé d’estimer les poids à partir de la minimisation de la quantité GMSE à partir
de l’EM qui constitue la troisième stratégie (EME) considérée dans ce travail :

GMSEŷens =
1

N

N∑
k=1

(y(k) − ŷ(k)
ens)

2 (8)

où y(k) indique la vraie réponse en un point x(k) et ŷ(k)
ens est sa prédiction donnée par l’EM calibré à

partir de tous les points du plan d’expérience sauf le point (x(k), y(k)). Les poids sont alors les solutions
du problème d’optimisation suivant :

min
w

GMSEŷens (9)

s.t.
m∑
i=1

wi = 1

Les EMs locaux

Contrairement à l’EM global, les poids de l’EM local varient en fonction du point de prédiction. Selon
Acar [15], cette stratégie peut donner des résultats plus précis. Néanmoins, une mauvaise estimation des
poids peut aussi mener à retenir localement un modèle inapproprié [21]. Deux stratégies d’EM local
sont ici considérées.

La première approche (EV) est basée sur la variance de prédiction locale et est proposée par Zerpa et. al
[18]. Sous l’hypothèse de prédictions non-biaisées et non-corrélées, les poids sont déterminés comme
suit afin de réduire la variance de l’EM :

wi(x) =

1
Vi(x)∑m
j=1

1
Vj(x)

(10)
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où Vi(x) est la variance de prédiction du ième métamodèleMi en x.

Acar propose quatre approches pour calculer les poids de l’Eq. (3) en [15]. Elles sont basées sur l’erreur
de validation croisée et sur la distance entre les points d’apprentissage et les points de prédiction. Seule
la troisième approche (EA3) est considérée dans cet article. Au niveau des points d’apprentissage, un
poids égal à un est attribué au métamodèle qui minimise l’erreur de validation croisée, tandis qu’un zéro
est attribué aux autres poids. Au point de prédiction x, les poids sont égaux aux poids estimés au point
d’apprentissage le plus proche. Cette approche est formulée comme suit :

wi(x) =

N∑
k=1

wikIk(x) (11)

Ik(x) =

{
1 Si x(k) est le plus proche de x
0 Sinon

où wik est le poids attribué au métamodèleMi en un point d’apprentissage x(k).

2.2 AK-MCS
Echard et al. [10] a combiné le Krigeage adaptatif à la méthode de simulation de Monte Carlo (MCS).
La principale idée de cette méthode est de classer une population Monte Carlo entre les domaines de
défaillance et de sûreté à partir d’un métamodèle de Krigeage itérativement recalibré. Le plan d’expé-
rience est enrichi jusqu’à ce que la classification soit jugée correcte. L’ajout des points est réalisé à partir
d’une fonction d’apprentissage notée U . La méthode est résumée ici et les lecteurs peuvent se référer à
[10] pour plus de détails.

1. Génération de la population MC, de taille NMC , dans l’espace standard où toutes les variables
aléatoires u sont centrées réduites et non-corrélées. Une transformation appropriée est requise
pour le passage de l’espace physique (x) vers l’espace standard des (u).

2. Sélection du plan d’expérience initial (DoE) de taille N en utilisant une des techniques décrites
en [22].

3. Calibration du métamodèle du Krigeage à partir du DoE (ui, gi), i = 1, ..., N .

4. Évaluation de la fonction d’apprentissage U en chacun des points de la population MC et iden-
tification du point candidat u∗ qui la minimise.

U(u∗) = min
i=1,...,NMC

U(u(i)) (12)

où

U(u(i)) =
|µĝ(u(i))|
σĝ(u(i))

(13)

et µĝ(u(i)) et σ2
ĝ(u(i)) représentent respectivement la prédiction moyenne du Krigeage et sa va-

riance.

5. Vérification du critère d’arrêt défini par :

U(u∗) ≥ 2 (14)
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Si le critère d’arrêt est vérifié, l’algorithme s’arrête et le métamodèle est considéré suffisamment
précis pour classer la population de Monte Carlo. Sinon, le DoE est enrichi par l’évaluation de
g au point u∗. Ensuite, l’algorithme revient à l’étape 3.

6. Estimation de la probabilité de défaillance selon l’Eq. (2), où ĝ remplace g.

3 L’approche proposée
Dans ce travail, la fonction d’apprentissage U est modifiée afin d’appliquer la méthode AK-MCS en
considérant un ensemble de métamodèles de Krigeage. Pour ce faire, l’Eq. (13) peut être utilisée de telle
sorte que :

µĝens(u) =

m∑
i=1

wi(u)µĝi(u) (15)

σĝens(u) =

√√√√ m∑
i=1

m∑
j=1

wi(u)wj(u)Cov[ĝi(u), ĝj(u)] (16)

où ĝi(u) et ĝj(u) sont les prédictions des métamodèles Mi et Mj , respectivement. L’estimation de la
variance est problématique à cause des termes de covariance Cov[ĝi(u), ĝj(u)]. Selon Ginsbourger et
al. [23], l’estimation de ces termes est difficile. Une hypothèse d’indépendance entre les prédicteurs
(même si non vérifiée en pratique) peut être faite afin de contourner ce problème. Une agrégation des
distributions statistiques des prédicteurs est plutôt proposée en [23] pour s’affranchir du problème de
l’estimation de la variance. En mélangeant les distributions du Krigeage, la fonction de densité de l’EM
de Krigeage est estimée et est utilisée pour définir la nouvelle fonction d’apprentissage, nommée ci-après
Uens.

La distribution conditionnelle de ĝens(u), notée fĝens(u), s’obtient comme la somme pondérées de dis-
tributions gaussiennes conditionnelles de ĝi(u), notée fĝi(u), où i indique le ième métamodèleMi :

fĝens(u)(.) =

m∑
i=1

wi(u)fĝi(u)(.) (17)

Si S correspond à l’évènement « le point u de la populationMC est mal classé par la prédiction de ĝens »,
alors la probabilité d’occurrence de cet évènement peut être déduite de l’Eq. (17) :

Pens(S) =
m∑
i=1

wi(u)Φ(−Ui(u)) (18)

où Φ(−Ui(u)) correspond à la probabilité qu’un point u soit mal-classé par la prédiction du ième méta-
modèleMi. En introduisant un indice Uens conceptuel, nous pouvons écrire :

Fĝens(u)(−Uens(u)) =
m∑
i=1

wi(u)Φ(−Ui(u)) (19)

où Fĝens(u) représente la fonction de densité cumulative de ĝens(u) et qui est inconnue. Par analogie
avec AK-MCS, nous considérons la fonction de distribution cumulative normale standard Φ. À partir de
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là, Uens peut s’écrire comme suit :

Uens = Φ−1

(
m∑
i=1

wi(u)Φ(Ui(u))

)
(20)

Le processus d’apprentissage est effectué dans ce papier avec la nouvelle fonction d’apprentissage Uens.

4 Applications
L’approche proposée est appliquée sur un exemple académique en considérant le Krigeage Ordinaire
(OK) et deux noyaux : un gaussien et un Matern ν = 3

2 . Les métamodèles du Krigeage sont calibrés
avec la toolbox OPENTURNS [24] et ils sont combinés par les techniques décrites en Section 2.1. La
probabilité de défaillance calculée par la méthode MCS est la valeur de référence. Dans ce qui suit, M1
correspond à un OK avec un noyau gaussien et M2 représente un OK avec un noyau Matern ν = 3

2 . La
méthode AK-MCS est appliquée avec les metamodèles du Krigeage individuels M1 et M2 en utilisant
la fonction d’apprentissage de base U . La fonction Uens est appliquée dans le processus d’apprentissage
d’AK-MCS quand l’EM est le modèle de remplacement.

L’exemple d’application est un problème système à quatre branches dont la fonction d’état limite est
irrégulière. Sa fonction de performance est exprimée par :

g(u1, u2) = min


3 + 0.1(u1 − u2)2 − (u1+u2)√

2

3 + 0.1(u1 − u2)2 + (u1+u2)√
2

(u1 − u2)− 7√
2

(u2 − u1)− 7√
2

(21)

où u1 et u2 sont des variables aléatoires normales standards. La valeur de référence de la probabilité de
défaillance est 2.231× 10−3 et est estimée par la méthode MCS avec 106 points. Les résultats obtenus
pour les différentes combinaisons d’AK-MCS avec les métamodèles de Krigeage et avec les EMs sont
donnés dans le Tableau 4.

Méthode Ncall Pf points mal-classés
Monte Carlo 106 2.231× 10−3 /
AK-MCS+M1 87 2.230× 10−3 1
AK-MCS+M2 59 0.472× 10−3 1759
AK-MCS+BMA 82 2.231× 10−3 2
AK-MCS+EG 127 2.231× 10−3 0
AK-MCS+EME 93 2.231× 10−3 0
AK-MCS+EV 70 2.231× 10−3 0
AK-MCS+EA3 105 2.231× 10−3 0

Tableau 1 – Comparaison des résultats d’AK-MCS combinée avec les métamodèles individueks OK et
les EMs

En premier lieu, les résultats montrent l’incapacité du métamodèle M2 à converger vers la valeur de
référence de la probabilité de défaillance. Ceci est aussi constaté à partir de la Figure 1, où la prédic-
tion de M2 est notablement différente pour deux branches de la fonction d’état limite. La taille du plan
d’expériences initial et la position des points dans l’espace ne permettent pas une prédition correcte par
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M2. Les EMs sont capables de prédire correctement la probabilité de défaillance et de bien approcher
la fonction d’état limite, même si M2 échoue à le faire. L’estimation de la probabilité de défaillance des
EMs est légèrement meilleure que celle obtenue avec le meilleur métamodèle M1. Le nombre d’appels
à la fonction d’état limite diffère d’une stratégie d’agrégation à une autre. La méthode EG est la plus
exigeante en nombre d’itérations. Ceci est probablement dû au choix des paramètres α et β. En effet,
leur choix est empirique et problème dépendant [13]. La méthode EA3 requiert aussi plus d’itérations
que le meilleur métamodèle pour converger. En effet, M2 est sélectionné pour plus que 80% des points
de prédiction à la fin du processus d’apprentissage selon la Figure 2. Ce métamodèle a en général une va-
riance de prédiction plus élevée, ce qui réduit la valeur de Uens et ralentit la convergence. Cette stratégie
d’EM permet cependant d’avoir une bonne approximation de la fonction d’état limite, Voir Figure 1. La
méthode EME sélectionne immédiatement le meilleur métamodèle pour cet exemple et lui attribue un
poids égale à 1 pendant tout le processus d’enrichissement du plan d’expériences. Les méthodes BMA et
EV sont capables d’améliorer légèrement l’estimation de la probabilité de défaillance avec moins d’ité-
rations qu’avec le meilleur métamodèle. Enfin, la nouvelle fonction d’apprentissage Uens a prouvé son
efficacité en classification à travers cet exemple. En effet, les points sélectionnés pour l’apprentissage se
retrouvent tous au voisinage de la fonction d’état limite tel que montré sur la Figure 1. Par ailleurs, tous
les points de la population MC sont bien classés par les EMs, ce qui n’est pas le cas des métmodèles
individuels.

Figure 1 – Approximation d’AK-MCS combiné avec les métamodèles individueks OK et les EMs
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Figure 2 – Approximation d’AK-MCS combiné avec les métamodèles individueks OK et les EMs

5 Conclusions
Une analyse de fiabilité basée sur les métamodèles est considérée dans ce travail. La variété des types
de métamodèles et des paramétrages rend le choix difficile. L’ensemble de métamodèles (EM) est une
approche qui permet de lever ce verrou, c’est-à-dire faire des choix a priori. Cette stratégie est combinée
avec AK-MCS où une nouvelle fonction d’apprentissage est proposée.

Dans cet article, deux métamodèles de Krigeage ordinaire sont considérés avec deux noyaux différents
(gaussien et Matern ν = 3

2 ). Ils sont combinés pour former des EMs locaux et globaux. Les résultats
montrent que la nouvelle fonction d’apprentissage effectue une classification efficace des points de la
population MC avec toutes les stratégies d’EMs considérées dans ce travail. La méthode basée sur la
variance locale de la prédiction (EV) et la méthode globale BayesianModel Averaging (BMA) ont réussi
à atteindre la valeur de référence de la probabilité de défaillance avec moins d’appels à la fonction de
performance comparée au meilleur métamodèle. L’heuristique de Goel (EG), les poids optimisés (EME)
et la méthode locale spatiale (EA3) permettent aussi d’avoir une estimation correcte de la probabilité de
défaillance mais avec plus de nombre d’appels à la fonction de performance.

A travers ces résultats préliminaires, le potentiel de l’utilisation de l’ensemble de métamodèles en ana-
lyse de fiabilité est bien montré. Néanmoins, des améliorations doivent être faites pour la détermination
des poids. L’EM garantit sur cet exemple la correcte estimation de la probabilité de défaillance quelque
soit la méthode d’agrégation retenue. Même si le coût de calcul peut être supérieur par rapport à la solu-
tion basée sur le meilleur métamodèle. L’EM permet surtout d’éviter la pire configuration, c’est-à-dire
celle basée sur un mauvais choix a priori de métamodèle, et qui échoue à estimer correctement la pro-
babilité de défaillance. Une pré-sélection de métamodèles peut aussi être faite afin d’écarter ceux qui
ont une variance de prédiction élevée dans le but d’éviter le ralentissement de la convergence. D’autres
exemples de validation doivent être étudiés avec plus que deux métamodèles et en plus grande dimen-
sion. Enfin, quand le meilleur métamodèle n’est pas connu au préalable, l’utilisation de l’EM semble
être une bonne stratégie pour faire la sélection de métamodèle, pour éviter de se tromper sur le choix du
métamodèle et pour améliorer la performance des méthodes AK.
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