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Résume :

Ce travail a pour cadre [’étude des matériaux poreux décrits par des modéles de type Gurson (Gurson
(1977), Gologanu et al. (1997), etc...). L objectif est de présenter des solutions analytiques pour les
grandeurs mécaniques du probleme (a savoir la vitesse de déformation équivalente dans la matrice, le
multiplicateur plastique et le tenseur des contraintes) lors d’un chargement en vitesse de déformation
imposée. La méthode s applique aux matériaux viscoplastiques contenant des vides sphéroidaux et/ou
en présence d anisotropie, d effet de température et d ‘écrouissage. Afin d’illustrer la démarche, le cas
d’un matériau poreux viscoplastique contenant des vide sphériques est abordé. D autres exemples
seront traités lors de I’exposé.

Abstract:

This work deals with Gurson type models for porous materials (Gurson (1977), Gologanu et al. (1997,
etc...). We propose analytical solutions for the plastic multiplier, the equivalent plastic strain rate and
the components of the macroscopic stress. The method is also valid for viscoplastic materials
containing spheroidal voids where matrix anisotropy, temperature effect and strain hardening may be
accounted for. To illustrate this work, a viscoplastic material containing spheroidal voids is
considered. Results are compared with those of the literature.

Mots clefs : Matériaux poreux, Modéle de Gurson, Solutions analytiques,
Anisotropie, Viscoplasticiteé.

1 Introduction

L’endommagement des matériaux ductiles est source d’études depuis de nombreuses années. Parmi les
premiers travaux sur le sujet, Gurson [1] a analysé le cas des matériaux poreux, a matrice parfaitement
plastique, contenant des vides sphériques ou cylindriques. Cette approche initiale a été
progressivement étendue, par de nombreux auteurs, pour prendre par exemple en compte des vides
sphéroidaux sous chargement axisymétrique (Gologanu et al. [2]), I’anisotropie de la matrice (Cazacu
et Barlat [3]), des chargements généraux Madou et Leblond ([4]), etc... De plus, ces approches ont
aussi été établies pour des lois de comportement de la matrice plus complexes. Ainsi, la
viscoplasticité, 1’écrouissage ou les effets thermiques peuvent étre considérés. Dans ces cas, la
résolution du probléme mécanique repose sur des méthodes numériques (Aravas [5]).
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Récemment, Sartori et al. [6] ont mis en évidence la possibilité d’obtenir des solutions analytiques
pour les grandeurs mécaniques du probléme (la vitesse de déformation équivalente dans la matrice, le
multiplicateur plastique et le tenseur des contraintes macroscopiques) lorsque le matériau poreux est
soumis a un chargement en vitesse de déformation.

Apres avoir rappelé la méthodologie nous en illustrons I’efficacité par quelques exemples
fréguemment considérés dans la littérature (matrice viscoplastique, vides sphéroidaux). Pour le
traitement du probléme en présence d’anisotropie et/ou avec une loi de comportement plus complexe,
on pourra se reporter a [6].

2  Position du probleme
On considere un matériau poreux, de porosité f contenant des vides sphéroidaux. Le volume
élémentaire représentatif (VER) du matériau est défini en figure 1, comme dans Gologanu et al. [2].
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FIG. 1 - Configuration du VER : un vide sphéroidal allongé de demi axes a; et b; est imbriqué dans
un sphéroide confocal de demi axes a; et b,. L’axe de symétrie est (0; ez).

Le VER est soumis a un chargement en vitesse de déformation homogéne a la frontiere extérieure :

Dyxy 0 0
v=D.xavecD=| 0 Dy, 0 (1)
- - 0 0 Dy

On note X le tenseur des contraintes macroscopiques a la frontiére extérieure du VER. Considérant

des vides sphéroidaux dont les axes principaux sont alignés avec les directions (gx j ey gz) ona:

Yxx O 0

= [ 0 Xy O ] )
- 0 0 Zy

La matrice est viscoplastique (on néglige 1’élasticité) avec &, la contrainte d’écoulement de la

matrice.:
0o = F(deq) (3)
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dq est la vitesse de déformation équivalente, au sens de von Mises.
On adopte le modéle de Gologanu et al. [2] pour décrire le comportement du matériau
poreux contenant des vides sphéroidaux allongés ou aplatis. La surface de charge adoptée est donc :

@ = a%(zzz Sy +0Z)% 4 2(g + (g +f)cosh(k§_:) Gt -t PE=0 @

Avec X, = 2a,2xx + (1 — 2a,)Z,,. (ay,C,m, g, k) sont des paramétres détaillés dans Gologanu et
al. [2] pour un matériau parfaitement plastique. Dans cette approche proposée par Gologanu et al. [2]
a,.b?
a,.b2

la distance focale ¢ est constante ¢ = \/a? — b? = \/a% — b3 et la porosité s’écrit f =

(avec les

1

I’excentricité de la surface extérieure du VER et
cosh(4,)

notations de la figure 1). On note aussi e, =

e = COS; a0 I’excentricité de la surface du vide. La définition de A, dépend de la forme de vide,
1

A, = arctanh (Z—Z) pour un vide aplati et A, = arctanh (%) pour un vide allongé.
2 2

La loi d’écoulement associée conduit a :
D=A%; (5)

A est le multiplicateur plastique qui vérifie les conditions de Kuhn-Tucker (A > 0,® < 0 et A® = 0).
Dans le cadre des matériaux visqueuxX, I’équivalence entre le travail plastique macroscopique et
microscopique :

E: 2 = (1—f)bodeq (6)

permet alors de relier heuristiquement guantités macroscopiques et locales au niveau de la matrice.

Notons que dans le cas d’un matériau rigide parfaitement plastique, des solutions analytiques ont déja
été proposés dans la littérature (par exemple Gologanu et al. [2], Leblond [8], Gologanu [9]). On se
propose dans la partie suivante d’illustrer, sur un exemple, la résolution du systéme d’équations (1-6).

Afin d’illustrer la méthode et de présenter les principaux résultats on se limite ici au cas d’un
chargement axisymétrique. Dans ce cas on a Dyy = Dyy €t Zyxy = Zyy. Le systeme a résoudre peut
alors s’écrire sous la forme :

d=0
0P 0P
mg 272 ~ 55, Dxx =0 @)
2XxxDxx + Z7zD77 = (1 — f)Godeq
A>0

La résolution du systéme (7) a été proposée dans Sartori et al. [6]. On obtient :
(EXX =601 + 2az — 1))
X7z = 6o(By + 2a3f;)

1,6,

A=~ G DG+ Pisinh(kpo) (8)
_ Batr(D)+2B,1,
kdeq - 1-f

avec :
D
{nl = (—1+2nay) 2+ (=1 —n + 2naz) Dxx )

[, = a;Dzz — (1 — 2a,)Dxx
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Les coefficients 8; et 8, sont donnés par :

By = —%ln(X + VX2 — 1)sgn(Il;)

B =~y — 2 (g + 1)(g + fsinh(kp) oo
ou:
255
X = ——52+\/m (11)
et
(8. =TS0+ g + 2
!52 =2(g+D(@+/f) (12)
6:=~(g + D2 = (g + N? B (g + 1)?(g + )?

Les cas I, = 0 et I1, = 0 sont étudiés dans [6]. Il faut aussi noter que les trois premiéres relations
du systeme (8) ont déja été obtenues, en utilisant une approche différente, par Gologanu et al. [9] dans
le cas d’une matrice parfaitement plastique. Dans notre approche, la connaissance supplémentaire de
deq (EQ. (8)) nous permet d’élargir le domaine d’utilisation des expressions analytiques a des
comportements de la matrice plus complexes, notamment viscoplastique. Dans le cas d’une matrice
viscoplastique en loi puissance (6, = godgy ), on obtient directement :

patr(D)+2p,1 m
~ 1 =4 2112
e "

Avec m la sensibilité a la vitesse de déformation. L’expression du tenseur des contraintes
macroscopiques pour un matériau poreux soumis a un tenseur des vitesses de déformation homogéne
en chargement axisymétrique est alors complétement analytique, donnée par les Egs. (8) et (13).

Finalement, la connaissance d’expressions analytiques pour les quantités suivantes: tenseur des
contraintes, vitesse de déformation équivalente dans la matrice et multiplicateur plastique, permet de
réduire la complexité de mise en ceuvre numérique, notamment lors de 1’implémentation de ces
modeéles dans des codes EF, voir Sartori et al. [6] pour plus de détails.

3  Matériau poreux viscoplastique avec vides sphériques
Le modele de Gologanu et al. [2] contient le modele de Gurson avec vide sphérique en adoptant les

coefficients suivants: C =1, a, = % n=0g9=0 k= % Dans ce cas, on I1; = —%tr (Q)
MM =2 (Dzz — Dxx) et X = oTZ
2n?

Dans le cas d’une matrice viscoplastique sous chargement sphérique, le systéme d’équations (8)
conduit a:



24°™ Congrés Francais de Mécanique Brest, 26 au 30 Ao(t 2019

e
eq 1-f
m

_ 2n(3)|er(2)
Og = 0Og T (14)
ZXX = ZZZ = ga'oln (%) Sgn (tr (2))

28 |er(D)
T D)

La partie sphérique du tenseur des contraintes issue du modeéle de Gurson X¢* pour un matériau
viscoplastique vaut alors :

$6u = %Uo <§ |t:%)|>m (ln %)mﬂ sgn (tr (2)) (15)

Il est alors intéressant de comparer ce résultat a la solution exacte Z£* obtenue, dans ce cas particulier,
par Michel et Suquet [7] ou Leblond et Suquet [10] :

o= 3G G @)prson (o (2)) (16

Pour ce faire on définit le rapport suivant :

Ex m
RsPh :%:%(#—1)% (17)
()

Les évolutions du rapport RSP" pour quatre valeurs différentes de la porosité f et pour une sensibilité a
la vitesse de déformation m qui varie de 0 a 1, sont données en figure 2. Dans le cas m=0, on note que
les deux expressions sont équivalentes, conduisant & RP" = 1. Pour des faibles valeurs de m et des
porosités f plus importantes, les deux expressions sont équivalentes. Par contre, les deux modéles
divergent dés que la porosité diminue et que la sensibilité a la vitesse de déformation augmente. Ainsi
pour une sensibilité de m=0.05 et une porosité de f = 1073 on a 8% d’écart entre les deux approches.
Cet écart pouvant atteindre prés de 31% pour f = 10~3 lorsque m=0.15.
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FIG. 2 — Evolution du rapport R$P" en fonction de m pour 4 valeurs de la porosité f. a) m varie de 0 &
1.0. b) m varie de 0 & 0.15. La matrice est viscoplastique (loi puissance) et les vides sont sphériques.
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Dans le cas du vide cylindrique dans une matrice viscoplastique en déformation plane, on peut de la
Cyl-Gu Ex—Cyl

méme fagon comparer la solution de Gurson X,; et la solution exacte X, proposée par
Leblond et Suquet [10].
gou-cyt _ oo ( 7(2) " (znl)m+1 (18)
m — V3\V3a-pH f
tr(D) m
Ex—Cyl _ 1o0o(1 =
I = 52w 1)( @) (19)

Ex—Cyl
i > ) ,
En définissant le rapport R = % , On constate que R¥' = RSPR, Ceci nous permet d’étendre
m

les conclusions précédentes effectuées a partir de I’étude des évolutions de RSP en fonction de f et de
m.

4 Conclusion

Une méthode permettant de déterminer les expressions analytiques du tenseur des contraintes, de la
vitesse de déformation équivalente dans la matrice et du multiplicateur plastique pour les modeles de
type Gurson est présentée. Cette méthode, développée dans Sartori et al. [6], est appliquée dans le cas
d’un matériau poreux viscoplastique contenant des vides sphériques. Dans ce cas particulier, la
solution obtenue est comparée a la solution exacte de la littérature. 1l est montré que les deux solutions
coincident uniquement pour un matériau parfaitement plastique (m=0).

La méthode exposée est aussi valide pour les chargements non axisymétriques (pour peu que les axes
de chargement et les axes du vide ellipsoidal coincident) et avec des matériaux anisotropes. Lors de
I’implémentation des mod¢les dans des codes de calculs (élasticité prise en compte en plus), les
schémas numériques habituellement utilisés dans la littérature bénéficient aussi de la méthode
proposée qui permet de réduire le nombre d’équations non linéaires a résoudre, voir Sartori et al. [6].
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