24°™ Congrés Francais de Mécanique Brest, 26 au 30 Ao(t 2019

Validation numérique d'un estimateur de type
Eshelby pour I'évaluation des proprietes thermiques
et thermoélastiques d'inclusions ellipsoidales a n
phases

H. BOUSOURA? S. BARBOURA?®, B. E. HACHI®, A. GHAZAVIZADEH¢,
M. HABOUSSI®”

a. Université Paris 13, CNRS, UPR3407, LSPM, Sorbonne Paris Cité, avenue Jean-
Baptiste Clément, 93430, Villetaneuse, France, houssem.bousoura@univ-paris13.fr

b. Université Paris 13, CNRS, UPR3407, LSPM, Sorbonne Paris Cité, avenue Jean-

Baptiste Clément, 93430, Villetaneuse, France, salma.barboura@univ-paris13.fr
c. Laboratoire de Développement en Mécanique et Matériaux (LDMM), Université de

Djelfa, PB 3117, Djelfa, Algérie, br_khalil@yahoo.fr

d. Université Paris 13, CNRS, UPR3407, LSPM, Sorbonne Paris Cité, avenue Jean-
Baptiste Clément, 93430, Villetaneuse, France, akbar.ghazavizadeh@univ-paris13

e. Université Paris 13, CNRS, UPR3407, LSPM, Sorbonne Paris Cité, avenue Jean-

Baptiste Clément, 93430, Villetaneuse, France, haboussi@univ-paris13.fr

Résumeé:

Ce travail porte sur la validation numérique d’un nouvel estimateur a champs moyens de type
Eshelby, appelé GEEE (General Explicit Eshelby type Estimator). Cet estimateur a d'abord été
développé pour évaluer les propriétés élastiques effectives d’inclusions ellipsoidales multicouches et
multiphases, présentant un nombre de couches et des symétries matérielles quelconques. Il est étendu
ici a I'évaluation des propriétés thermiques et thermoélastiques. Deux types de comparaison sont
proposés : une comparaison directe avec des estimateurs d'inspiration micromécanique a champs
moyens de la littérature et une comparaison basée sur des calculs d’homogénéisation par éléments
finis @ champs complets.

Abstract:

In the present work, we address the numerical validation of a new mean-field estimator, called
GEEE for General Explicit Eshelby-type Estimator. This estimator has initially been developed for
evaluating equivalent elastic properties of multicoating ellipsoidals inclusions with any number of
layer and material symmetries. It is extended here to predict thermal and thermoelastic properties.
Two types of comparison are proposed: a direct comparison with mean-field estimators of the
literature and a comparison based on a full field homogenization results by finite element calculations.

Mot clefs : Estimateurs a champs moyens — Eshelby - Inclusion ellipsoidale
a n phases — Conductivité thermique - Dilatation thermique -
Homogénéisation périodique par éléments finis
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1. Introduction

Un estimateur a champs moyens dit GEEE (General Explicit Eshelby type Estimator)
précédemment développé pour évaluer les propriétés élastiques effectives d’inclusions ellipsoidales
multicouches et multiphases, présentant un nombre de couches et des symétries matérielles
guelconques, est étendu ici aux cas de la thermique en suivant la méme démarche détaillée dans la
référence [1] pour I'élasticité. Dans I'établissement du GEEE élastique, un usage est fait du schéma
d'homogénéisation dilué basé sur la solution d'Eshelby [2], exacte dans le cas d'un composite formé
par une inclusion ellipsoidale unique dans un milieu infini, L'extension de l'estimateur GEEE aux cas
des propriétés thermiques et thermoélastiques d'inclusions ellipsoidales multicouches est basée sur
I'exploitation de I'équivalent du schéma dilué pour la thermique [3-4]. Le domaine d'application de tels
estimateurs a champs moyens est trés large puisque la configuration ellipsoidale permet d'approximer
de maniére satisfaisante différentes formes de renforts, comme les fibres, plaquettes ou les charges
particulaires, parmi les plus répondues. L'estimateur GEEE thermique et thermoélastique ainsi
développé est implémenté dans Matlab. Des comparaisons sont proposées ici pour asseoir sa validité
numérique. Deux types de comparaisons sont proposés. Un premier type ou GEEE est comparé avec
d’autre estimateurs a champs moyens de la littérature, de types Eshelby et non Eshelby comme le
modeéle double inclusion de Hori & Nemat Nasser [5-6] et le modele (n+1) phases de Hervé [7],
respectivement. Dans la deuxieme comparaison, GEEE est comparé, selon un scénario qui sera décrit
ultérieurement, a des résultats d'homogénéisation périodiques basée sur des champs complets, calculés
par éléments finis dans ABAQUS. Dans toutes ces simulations numériques, les effets du contraste
entre les phases adjacentes et des fractions volumiques des phases en présence sont examinés.

2. Modélisations thermique et thermoélastique d’hétérogénéités
multiphasees avec GEEE

2.1. Conductivité thermique (GEEE thermique)

L'approche GEEE appliquée a la détermination du tenseur de conductivité thermique d'une
hétérogénéité ellipsoidale a n phases est présentée ici. Comme dans le cas de I'élasticité, la solution
d'Eshelby,[3-4], exacte dans le cas d'une inclusion unique dans un milieu infini, est exploitée pour
formuler l'estimateur. Pour obtenir I'expression du tenseur d’ordre 2 de la conductivité thermique
effective d'une inclusion a 2 phases selon l'approche GEEE, nous comparons les conductivités
thermiques effectives d'un méme milieu vu selon deux facons différentes, matérialisées par les
configurations (1) et (11) dans la figure 1, forcément équivalentes en termes de propriétés.

Dans la configuration (1), le milieu est constitué d'une inclusion ellipsoidale noyée dans une
matrice supposée infinie soumise a un gradient de température uniforme sur les bords extérieurs du
domaine (figure 1.a). Le schéma d’homogénéisation dilué, exact dans ce cas, nous donne 1’expression
analytique suivante du tenseur de conductivité thermique effective [4]:

K" = K2+ [ (K'=K?) A | ott A =(1+S (K2 (K- K?)? (1)
avec KZ, la conductivité thermique de la matrice, Kl, la conductivité thermique de I'inclusion, fl,

la fraction volumique de I’inclusion et S*, le tenseur d'Eshelby d’ordre 2 dont I’expression
peut étre trouvée dans la reférence [3] pour différentes formes géométriques ellipsoidales.

Dans la configuration (l1), I'inclusion est entourée d'un enrobage de méme matériau que la matrice
(figure 1.b). Aprés avoir remplacé 1’inclusion ellipsoidale enrobée par une inhomogénéité équivalente,
le tenseur de conductivité thermique est recalculé en utilisant le méme schéma d'homogénéisation
dilué comme :
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Kt =K+ £, [ (K9 -K?) AT | ot A% =(1+S(K) (K=K ()

Le tenseur de conductivité thermique ainsi obtenu est fonction de la conductivité thermique de
I'inhomogénéité équivalente, K, de sa fraction volumique, feq , et du tenseur d'Eshelby, S*. Comme
les conductivités thermiques effectives sont les mémes pour les deux configurations (1) et (1), on en
déduit I'expression suivante de la conductivité thermique de I'inclusion enrobée :
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Figure 1. (a) Schéma d’une inclusion ellipsozdale dans une matrice infinie (b) L’inclusion ellipsoidale
enrobée est remplacée par une inclusion équivalente (c) Schéma de généralisation de GEEE pour n
phases

Cette derniére expression du tenseur de conductivité thermique présente l'avantage d'étre une
fonction explicite de grandeurs connues. Ceci va simplifier sa mise en ceuvre numérique et son
exploitation dans différents problémes. L'expression (3) peut étre généralisée pour une inclusion a n
phases selon le schéma décrit dans la figure 1.c.

2.2. Dilatation thermique (GEEE thermoélastique)

En adoptant la méme démarche que précédemment et en se basant sur les travaux de Levin [8], on
retrouve I'expression suivante du tenseur d'ordre 2 des constantes thermoélastiques d'une hétérogénéité
ellipsoidale a 2 phases :

eq _ 92 f1 eq -1 1 1 2
A= B ) (M) () @

€q
ou A; et ASl sont les tenseurs de localisation de déformation obtenus a partir du schéma diluée
d’Eshelby pour I'élasticité [2] :

Ay =(1+SH(CH)(C-C*)™: Afl =(1+S9(C*)"(CT-C*)) ()

Le tenseur de dilatation thermique effectif de 1’inclusion hétérogéne se déduit alors par la relation
suivante :

o = () A )

ol C* est le tenseur de rigidité effectif obtenu également par GEEE dans le cas élastique [1].
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Pour la généralisation du probléme thermoélastique d’une inclusion ellipsoidale & n phases, on
procéde de la méme maniere, par une démarche récursive décrite dans la figure 1.c.

3. Résultats et discussions

3.1. Comparaisons avec les estimateurs a champs moyens

On considére une hétérogénéité sphérique a trois phases isotropes avec des interfaces parfaites
entre les différentes phases. On note c, le contraste entre les propriétés physiques (thermiques et
mécaniques) des phases adjacentes, soit ¢ = k2 /Kint1 = Kine1 /Kine - LOrsque ¢ > 1, I’inclusion
(kinc) est thermiquement moins conductrice que le premier enrobage (k1) lui-méme moins
conducteur que le deuxieme enrobage (kin:2) €t inversement pour ¢ < 1. Dans les simulations a
venir c € [107%,10%] etk = 1IWm™1K"1,

Les estimations de la conductivité thermique équivalente données par les différentes approches
examinées sont reportées sur la figure 2 en fonction du contraste pour deux configurations ou les
fractions de I’inclusion et de 1’interphase 2 sont inversées.
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Figure 2. Evolution de la conductivité thermique équivalente k*@ en fonction du contraste ¢

On observe d'aprés la figure 2 que pour des contrastes faibles les différents estimateurs donnent des
résultats trés proches. Pour des contrastes éleveés, I’estimateur GEEE est en accord avec le modéle a
(n+1) phases (HZCSM) pour les deux fractions volumiques du ceeur ou de 1’enrobage examinées. Par
ailleurs, le modéle de double inclusion de Hori & Nemat-Nasser (HNNM) s’écarte des estimations
données par GEEE et HZCSM lorsque le contraste c est relativement élevé (Log(c)>0,5) ou faible
(Log(c)< -0,5). Le scénario de I'écartement de HNNM par rapport 8 GEEE et HZCSM change selon
que la fraction volumique du deuxiéme enrobage est plus importante que celle du cceur ou le contraire
(figure 2.a et 2.b). On constate également que les résultats des différents estimateurs respectent bien
les bornes inférieures et supérieures de Hashin-Shtrikman [9].

Sur la figure 3, sont présentés les coefficients de dilatation thermique équivalents pour une
hétérogénéité sphérique a trois phases en fonction du contraste ¢ entre les phases adjacentes. Les
propriétés élastiques et thermoélastiques des différentes phases retenues pour cette simulation
sont (Eintz /Eint1 = Eint1 /Einc = € Einc = 1GPa, Vine = Vint1 = Vintz = 0.3; Qintz /Qiner =
Qint1 /%inc = 1/C Qinez = 107°/°C). 1l est a noter qu’on associe au matériau présentant une rigidité
élevée, un coefficient de dilatation faible.
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Figure 3. Evolution du coefficient de dilatation thermique équivalent «*® en fonction du contraste ¢

Comme dans le cas thermique, on constate que les différents modéles se rejoignent pour les faibles
valeurs de contraste (¢ ~ 1). Les modeéles HZCSM et GEEE donnent des estimations concordantes du
coefficient de dilatation thermique quelque soit le contraste entre les différentes phases et les fractions
volumiques des phases. Par contre, le modéle HNNM s’écarte de ces deux derniers modéles en
surestimant le coefficient de dilatation thermique pour ( Log(c) > 0,5) ou en la sous-estimant pour
(Log(c) < —0,5), selon les fractions volumiques des phases retenues. Toutes les estimations
thermoélastiques obtenues respectent bien les bornes de Hashin-Shtrikman [10-11].

3.2. Validation numeérique par comparaison avec
I'homogénéisation a champs complets

Les estimations des propriétés effectives thermiques et thermoélastiques obtenues avec GEEE sont
comparées ici aux résultats de 1’homogénéisation numérique par éléments finis, selon le scenario
suivant : D’abord, les propriétés effectives d'un milieu a trois phases (cceur/enrobage/matrice) sont
obtenues a partir d'un calcul par éléments finis complet, réalisé en considérant un volume élémentaire
représentatif cubique périodique, dans ABAQUS. Ensuite, I'ensemble cceur/enrobage est remplacé par
une inclusion équivalente dont les propriétés ont été déterminées par les différents estimateurs
analytiques examinés. Les propriétés effectives du nouveau systéme (inclusion équivalente/matrice)
sont recalculées numériquement sur la base des champs complets obtenus par éléments finis. En
admettant que les deux calculs devraient donner des grandeurs effectives trés proches si l'inclusion
équivalente était définie correctement avec l'estimateur analytique, une comparaison entre les deux
calculs nous permettra d'asseoir la validité et I'efficacité numérique de I'estimateur analytique utilisé
pour définir I'inhomogénéité équivalente.

Pour les différentes simulations réalisées, on suppose que la fraction volumique de I’inclusion est
égale a celle de I’interphase (fine=fint €t fie= finc+finy)-

La figure 4 représente 1’évolution de la conductivité thermique effective du composite en fonction
de la fraction volumique de I’inclusion équivalente, obtenue par éléments finis selon les deux
scénarios décrits précédemment, i.e. modélisation compléte des trois phases (cceur/enrobage/matrice)
et modélisation des deux phases (inclusion équivalente / matrice).
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Figure 4. Evolution de la conductivité thermique effective en fonction de la fraction volumique de
linclusion équivalente

(@) k. =50Wm*K ™k =5WmK™ k

! int

(b) k.. =BWm*K™ k,, =50/Vm~ K™ k

=IWm'K™
=IWm'K™

mat

mat

Il ressort des courbes de la figure 4.a que GEEE combiné aux EF (EF IE-GEEE) et HZCSM (EF
IE-HZCSM) donnent des résultats trés proches a ceux obtenus par le calcul élément finis complet (EF).
Concernant I'estimateur HNNM (EF IE-HNNM), les résultats obtenus avec cet estimateur sont proches
a ceux obtenus par EF tant que la fraction volumique de I’inclusion équivalente ne dépasse pas 30 %.
Au-dela de cette valeur, les estimations de HNNM s’écartent des résultats du calcul éléments finis
complet, avec un écart de 16% pour la fraction volumique maximale de I’inclusion équivalente. Les
mémes remarques peuvent étre faites concernant les estimations de la conductivité thermique effective
reportées sur la figure 4.b, réalisées dans le cas ou le cceur est moins conducteur que ’interphase. Il est
a noter que tous les résultats numériques obtenus vérifient bien les bornes de Hashin-Shtrikman.
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Figure 5. Evolution du coefficient de dilatation thermique effectif en fonction de la fraction volumique
de l’inclusion équivalente
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De facon analogue au cas thermique, on reporte sur les deux figures 5.a et 5.b les évolutions du
coefficient de dilatation thermique effectif en fonction de la fraction volumique de 1’inclusion
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équivalente. Les mémes remarques que précédemment peuvent étre faites. Les résultats obtenus avec
les estimateurs GEEE (EF IE-GEEE) et (n+1) phases (EF IE-GEEE, HZCSM) sont trés proches aux
résultats obtenus par éléments finis. Concernant I'estimateur HNNM, les résultats obtenus avec cet
estimateur s’écartent des résultats de référence (EF), I'écart devenant plus important pour les fractions
volumiques élevées en particulier dans le cas ou I’inclusion est plus rigide que 1’interphase (figure 5.a).

Conclusion

Un nouvel estimateur, appelé GEEE (thermique et thermoélastique), des propriétés thermiques et
thermoélastiques d'inclusions multicouches et multiphases est proposé dans ce travail. Il se présente
comme une extension d'un estimateur déja existant, récemment développé pour I'élasticité. La capacité
prédictive de GEEE en thermique et thermoélasticité est démontrée par des comparaisons numériques
faites avec d'autres approches a champs moyens ainsi qu'avec des calculs d’homogénéisation
numérique par éléments finis a champs complets.
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